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摘 要

摘 要

正交约束优化问题是指变量为矩阵且满足正交性约束的最优化问题,其可行
集也被称为 Stiefel流形. 这类优化模型在科学计算、材料科学及数据科学等领域
有着广泛的应用. 由于正交化过程的高计算代价和低可扩展性,正交约束优化算
法的研究遇到了新的瓶颈和挑战. 本文系统地研究了正交约束优化问题,设计了
三类优化算法,并将新算法应用于实际问题中.

首先我们系统地研究了正交约束优化问题. 我们从黎曼流形优化和欧式空间
约束优化两个角度,分别推导了问题的最优性条件. 其中,通过分析一大类黎曼度
量下的黎曼梯度,我们得到了问题各种描述下一阶最优性条件的对应关系. 此外,
我们还证明了在任意一阶稳定点处,正交约束优化问题的 Lagrange乘子具有显式
表达式. 这些性质的刻画将对本文的算法设计起到至关重要的作用.

接着我们针对一大类正交约束优化问题,提出了乘子校正算法框架. 其主要
包含两个步骤,分别是函数值下降步和乘子校正步. 不同于以往的经典算法,在我
们的算法框架中, 函数值下降步采用标准的欧式负梯度方向, 而不是 Stiefel流形
的切空间方向. 另一方面,我们构造的乘子校正步进一步使函数值下降,同时也保
证了乘子的对称性. 基于此算法框架,我们提出了两大类算法. 第一类是梯度下降
方法,其中包括梯度反射法和梯度投影法. 第二类采用以列为块的块坐标下降方
法. 进一步,我们证明了算法的全局收敛性. 数值实验表明我们的算法框架具有很
大的潜力.

然后我们将乘子校正步推广到一般的 Stiefel流形收缩类算法,得到了子空间
加速的收缩类算法. 通过利用乘子校正步的子空间最优性质,我们设计了一类两
阶段的子空间加速算法. 第一阶段是函数值下降法,第二阶段是子空间加速步. 将
Stiefel流形的收缩类线搜索算法应用于第一阶段,我们证明了加速算法的全局收
敛性和局部线性收敛速度. 数值实验展示了加速技术的有效性.

之后针对一般的正交约束优化问题, 我们提出了基于增广 Lagrange 函数的
并行算法. 由于正交化过程的可扩展性较低, 我们考虑不可行方法并采用增广
Lagrange罚函数. 不同于经典的增广 Lagrange函数法,在我们的算法中,原始变量
的更新通过极小化增广 Lagrange函数的邻近点线性化逼近得到. 同时, Lagrange
乘子由其一阶稳定点处的显式表达式更新得到. 由此,算法的主要步骤都可以很
自然地进行矩阵计算层面的并行化. 进一步,我们建立了算法的全局收敛性,分析
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了算法的最坏情况复杂度以及局部收敛速度. 此外,为了减弱算法对罚参数的敏
感性,我们提出了改进的可并行列极小化算法. 串行的数值实验说明乘子的新更
新方式显著加速了算法的收敛速度, 并且数值表现与已有的可行方法不相上下.
并行环境下的数值实验验证了我们的算法具有较高的可扩展性.

最后我们将乘子校正算法和基于增广 Lagrange函数的并行算法应用于电子
结构计算. 我们考虑了电子结构计算中的 Kohn-Sham密度泛函理论,其离散模型
通常表述为一个带有正交约束的优化问题. 在串行环境下,我们测试了 18个不同
的分子结构,数值实验显示了我们的新算法优于已有的经典算法. 在并行环境下,
我们测试了简化的 Kohn-Sham总能量极小化问题,数值结果显示我们提出的并行
算法具有较高的可扩展性.

关键词：正交约束, Stiefel流形,块坐标下降法,收缩类方法,增广 Lagrange函数,
并行计算,电子结构计算
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Abstract

Abstract

Optimization problems with orthogonality constraints is a class of matrix optimiza-
tion problems such that the matrix variable satisfies orthogonality, and the feasible region
of which is also known as Stiefel manifold. This type of problems has many applications
in scientific computing, material sciences and data science. Due to the high computa-
tional cost and low scalability of orthonormalization procedure, there is a huge demand
for efficient solvers of these problems. In this dissertation, we systemically study the or-
thogonally constrained optimization problems, propose three kinds of algorithms, and
apply these methods to an application problem.

Firstly, we systemically study the optimization problems with orthogonality con-
straints. It can be regarded as Riemannian optimization and also constrained optimization
in Euclidean space. We obtain different optimality conditions from these two points of
view, respectively. Through a class of Riemannian gradient, we establish the relationship
between these optimality conditions. Moreover, we prove that the Lagrangian multipli-
ers have a closed-form expression at any first-order stationary point. These propositions
enlighten us to design our new algorithms.

Secondly, a new first-order framework is proposed for solving a class of optimization
problems with orthogonality constraints. Our new framework combines a function value
reduction step with a correction step. Different from the existing approaches, the function
value reduction step searches along the standard Euclidean descent directions instead of
in the tangent space of the Stiefel manifold, and the correction step further reduces the
function value and guarantees a symmetric dual variable at the same time. We construct
two types of algorithms based on this new framework. The first type is based on gradient
reduction including the gradient reflection and the gradient projection approaches. An-
other one adopts a column-wise block coordinate descent scheme. Moreover, we prove
the global convergence of our algorithmic framework. Numerical experiments illustrate
that our new framework is of great potential.

Thirdly, we propose a class of retraction-based methods with subspace acceleration,
by extending the correction step in the first-order framework to general retraction-based
methods on Stiefel manifold. In fact, the correction step can be regarded as an optimiza-
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tion problem in a subspace. Based on this, we construct a two-stage algorithm including
function value reduction step and subspace acceleration step. We apply the retraction-
based line-search method on Stiefel manifold to the function value reduction step, and
prove the global convergence and local linear convergence rate of corresponding algo-
rithm. Numerical experiments verify that our new acceleration technique is useful.

Fourthly, a class of parallel approaches based on the augmented Lagrangian func-
tion is proposed for solving optimization problems with orthogonality constraints. Unlike
the classical augmented Lagrangian methods, in our algorithm (PLAM), the prime vari-
ables are updated by minimizing a proximal linearized approximation of the augmented
Lagrangian function. Meanwhile, the dual variables are updated by a closed-form ex-
pression which holds at any first-order stationary point. Consequently, the main parts of
the proposed algorithm can be parallelized naturally. We establish the global subsequence
convergence, and analyze the worst-case complexity and local convergence rate for PLAM
under some mild assumptions. To reduce the sensitivity of the penalty parameter, we put
forward a modification of PLAM, which is called PCAL. Numerical experiments in serial
illustrate that the novel updating rule for the Lagrangian multipliers significantly acceler-
ates the convergence of PLAM. Under parallel environment, numerical tests demonstrate
that PCAL attains good performance and high scalability.

Finally, we apply the new first-order framework and parallel approaches to elec-
tronic structure calculation. In this field, Kohn-Sham density functional theory (KSDFT)
is known to be an important topic. The last step of KSDFT is an orthogonally constrained
optimization problem. Under serial setting, we test 18 molecules in the KSSOLV plat-
form. Numerical results illustrate that our algorithms outperform the existing methods.
Besides, parallel experiments show that our approaches obtain a high scalability.

Keywords: Orthogonality constraints, Stiefel manifold, Block coordinate descent, Re-
traction, Augmented Lagrangian method, Parallel computing, Electronic structure calcu-
lation
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第 1章引言

第 1章 引言

最优化也被称为数学规划是运筹学的一个重要分支. 这一学科所研究的问题
是讨论在众多的决策方案中,什么样的决策最优以及怎样找出最优决策. 在构建
寻找最优决策算法的过程中,其理论与计算方法都得到了大力发展. 如今,最优化
理论与方法在国防、经济、金融、工程、管理、生物、医疗等许多领域有着广泛

的应用. 在科技飞速发展的今天,很多来自人工智能、机器学习等领域的问题最
终也可以归结为最优化问题.

最优化的思想可以追溯到 17世纪 Newton和 Leibniz创立微积分的时代, 那
时极值问题就已被提出. 在 1947年 Dantzig提出求解线性规划的单纯形法之后,
最优化逐渐发展成为一门独立的学科. 随着计算机技术的发展以及实际应用的需
要,最优化理论与方法也在日新月异的不断进步. 最优化各个分支学科的研究也
不断壮大起来,例如线性规划,非线性规划,整数规划,随机优化,多目标优化,矩
阵优化,流形优化等.

正交约束优化问题是指变量为矩阵且满足正交性约束条件的最优化问题. 其
作为一类特殊的最优化问题在数值代数、材料科学、机器学习等领域中有着广泛

的应用. 由于满足正交约束的矩阵全体构成了一个矩阵流形,称为 Stiefel流形,因
而此类问题既可以看成是一般的非线性规划, 也可以作为流形优化的一个特例.
随着大数据时代的到来, 实际应用问题中的数据规模和结构都发生了巨大变化,
如何高效的利用这些信息对于正交约束优化问题的求解至关重要. 因此,越来越
多的研究者开始关注此类问题. 本论文的出发点是将正交约束优化问题看成一般
的非线性规划问题,从欧式空间的角度,直接对问题本身进行求解. 这样做的好处
是避免了在 Stiefel流形上的复杂计算,而这恰好是已有流形优化收缩类算法的主
要计算代价之一. 本文主要研究了欧式空间中的非收缩可行和不可行方法,分别
提出了三类算法框架,并从理论和数值上验证了这些算法的有效性. 此外,本文还
考虑了一类正交约束优化的实际应用问题: 电子结构计算.

作为全文的引言,接下来我们简要介绍论文所需的一些基本概念. 在 1.1节,
我们引入欧式空间中的最优化问题, 并给出最优解及最优性条件的定义. 接着,
1.2节介绍了黎曼流形优化的理论与方法. 然后,我们在 1.3节介绍并行计算的基
本概念. 最后,我们将本文的主要工作概括论述在 1.4节.
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1.1 欧式空间中的非线性规划

在本小节,我们介绍欧式空间 Rn 中的非线性规划,若非特别提及,这里所涉
及的主要结果大都来自于专著 [1–4].

1.1.1 最优化问题

在欧式空间 Rn中,非线性规划问题可以写作如下的形式,

min
x∈Rn

f (x)

s. t. ci(x) = 0, i ∈ E,

ci(x) ≥ 0, i ∈ I,

(1.1)

其中 f 和 ci 都是定义在 Rn 上的实值函数, E 和 I 分别表示不同的有限指标集.
若我们定义满足约束条件的所有 x构成的集合为问题 (1.1)的可行域 Ω,即

Ω :=
{

x ∈ Rn | ci(x) = 0, i ∈ E; ci(x) ≥ 0, i ∈ I
}
,

则我们可以将问题 (1.1)重写为更紧凑的形式,

min
x∈Ω

f (x). (1.2)

特别地,如果 Ω = Rn,我们称问题 (1.2)为无约束优化问题,否则称其为约束优化
问题. 进一步,如果可行域 Ω是 Rn 中的凸集且目标函数 f 关于 x 是凸函数,则我
们称问题 (1.2)为凸问题,否则称其为非凸问题. 接下来我们给出全局最优点和局
部最优点的定义.

定义 1.1 (全局最优点). 我们称 x∗为问题 (1.2)的全局最优点,如果 x∗ ∈ Ω并且

f (x) ≥ f (x∗), ∀x ∈ Ω.

定义 1.2 (局部最优点). 我们称 x∗为问题 (1.2)的局部最优点,如果 x∗ ∈ Ω并且存
在 x∗的一个领域 N(x∗)使得

f (x) ≥ f (x∗), ∀x ∈ N(x∗) ∩ Ω.

进一步,如果不等式 f (x) > f (x∗)对任意的 x ∈ N(x∗) ∩ Ω都成立,则 x∗ 被称为

问题 (1.2)的严格局部最优点.

显然,全局最优点也是局部最优点,反之则不一定成立. 特别地,当问题 (1.2)
为凸问题时,由凸优化理论 [5, 6]可知,局部最优点也是全局最优点.
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1.1.2 最优性条件

当 E = I = ∅时, Ω = Rn,此时问题 (1.1)退化为无约束优化问题

min
x∈Rn

f (x), (1.3)

其最优性的判定相对简单.

定理 1.1. 假设 x∗是问题 (1.1)的局部最优点,函数 f 在 x∗处连续可微,则必有

∇ f (x∗) = 0.

接下来, 我们考虑约束优化问题 (1.2). 首先, 我们定义问题在任意可行点 x

(x ∈ Ω)处的积极集 (active set)为

A(x) := E ∪
{
i ∈ I | ci(x) = 0

}
.

积极集 A(x)反映了问题在可行点 x处的约束满足情况.

通常我们在算法设计的时候需要考虑目标函数 f (x)及其约束 ci(x)的逼近

形式,为了保证一阶 Taylor展开,也就是线性逼近的有效性,我们需要对约束函数
ci 做一些自然且必要的假设. 约束规范性 (constraint qualification)就是这样一类假
设,它保证了可行域 Ω的线性逼近与原可行域的相似性. 下面我们给出一类广泛
使用的约束规范性条件.

定义 1.3 (LICQ). 给定可行点 x 及其积极集 A(x), 我们称线性独立约束规范

条件 (Linear Independence Constraint Qualification, 简称 LICQ) 成立当且仅当集合{
∇ci(x), i ∈ A(x)

}
线性独立.

接下来我们给出 x∗ 成为局部最优点的一阶必要性条件. 在陈述条件之前,我
们先定义问题 (1.1)的 Lagrange函数为

L(x, λ) := f (x) −
∑

i∈E∪I
λici(x), (1.4)

其中 λ = (λi)i∈E∪I ,且 λi 称为约束 ci(x)对应的 Lagrange乘子.

定理 1.2 (一阶必要性条件). 假设 x∗ 是问题 (1.1) 的局部最优点, 函数 f 和 ci

连续可微并且在 x∗ 处 LICQ 约束规范性条件成立. 则存在 Lagrange 乘子 λ∗ =
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λ∗i

)
i∈E∪I ,使得下式在 (x∗, λ∗)处成立,

∇xL(x∗, λ∗) = 0, (1.5a)

ci(x∗) = 0, ∀ i ∈ E, (1.5b)

ci(x∗) ≥ 0, ∀ i ∈ I, (1.5c)

λ∗i ≥ 0, ∀ i ∈ I, (1.5d)

λ∗i ci(x
∗) = 0, ∀ i ∈ E ∪ I. (1.5e)

(1.5) 式通常被称为 Karush-Kuhn-Tucker 条件, 简称 KKT 条件. 在本文的算
法设计中, KKT条件占有重要的地位,因为本文最主要的贡献之一是提出了新的
Lagrange乘子显式更新公式,而其恰好是由 KKT条件直接推导而来.

为了描述问题 (1.1)的二阶最优性条件, 我们首先引入切锥 (tangent cone)的
概念. 假设 LICQ约束规范条件在给定可行点 x处成立,并且其积极集为A(x),则
约束集的切锥等价于如下的线性化可行方向集

F (x) :=
d ∈ Rn

������ d⊤∇ci(x) = 0, ∀ i ∈ E,

d⊤∇ci(x) = 0, ∀ i ∈ A(x) ∩ I

 .

值得说明的是, 切锥的定义并不依赖于可行域 Ω 的代数形式, 事实上, 它只依赖
于可行域的几何性质. 这里,线性化可行方向集 F (x)包含两种类型的向量. 第一
种,当 w ∈ F (x)满足 w⊤∇ f (x) , 0时,我们可以很自然地得到函数值 f 的可行下

降方向. 然而,当 w ∈ F (x)且满足 w⊤∇ f (x) = 0时,约束集的一阶信息并不足以
刻画沿此方向的函数值是否上升或下降. 因此,在可行点 x∗ 及其满足 KKT条件
(1.5)的 Lagrange乘子 λ∗处,我们将 F (x∗)中所有满足 w⊤∇ f (x∗) = 0的第二种向

量 w收集起来,定义为临近锥 (critical cone)

C(x∗, λ∗) =
{
w ∈ F (x∗) | ∇ci(x∗)⊤w = 0, ∀ i ∈ A(x) ∩ I 且 λ∗i > 0

}
.

利用目标函数 f 和约束 ci 的二阶信息,我们得到当 x∗ 为局部最优点时, Lagrange
函数的 Hesse矩阵在集合 C(x∗, λ∗)上具有非负曲率. 更具体的,我们引入如下的
二阶必要性和充分性条件.

定理 1.3 (二阶必要性条件). 假设 x∗是问题 (1.1)的局部最优点,并且在 x∗处 LICQ

约束规范性条件成立. 令 λ∗是满足 KKT条件 (1.5)的 Lagrange乘子. 则下式成立,

w⊤∇∗xxL(x∗, λ∗)w ≥ 0, ∀w ∈ C(x∗, λ∗).

4
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定理 1.4 (二阶充分性条件). 假设对于可行点 x∗ ∈ Rn,存在 Lagrange乘子 λ∗使得

KKT条件 (1.5)满足. 同时假设下式成立,

w⊤∇∗xxL(x∗, λ∗)w > 0, ∀w ∈ C(x∗, λ∗),w , 0.

则 x∗是问题 (1.1)的严格局部最优点.

1.1.3 无约束优化问题的梯度法

除了问题本身已有显式解或其他极少数特殊情况外, 无约束优化问题 (1.3)
的求解都是使用迭代法. 即给定初始值 x0 ∈ Rn,然后由算法生成迭代点列 xk(k =

1, 2, . . . ), 直到其收敛到满足最优性条件的解. 线搜索方法 (line search)是最常见
的一类迭代法. 它的主要思想是在当前迭代点选取一个搜索方向,接着在此方向
选取合适的搜索步长,由此得到下一步迭代点. 梯度法是一种特殊的线搜索方法,
它采用迭代公式

xk+1 = xk − αk∇ f (xk), (1.6)

其中 −∇ f (xk)作为搜索方向, αk > 0作为搜索步长. 不同的步长选取导致了不同
的梯度方法.

最简单的梯度法是最速下降法 (steepest descent), 由 Cauchy [7]在 1847年提
出,它的步长通过精确线搜索得到,也就是

αSDk = argmin
α>0

f (xk − α∇ f (xk)).

通常, 当问题的条件数很大时, 应用最速下降法, 迭代点列会产生 “zigzag” 现象
[8, 9],这极大限制了梯度法的有效性.

1988年, Barzilai和 Borwein (BB)的工作 [10]很大程度上改变了我们对于梯
度类方法的看法. 在他们的工作中,迭代公式 (1.6)被重新描述为

xk+1 = xk − Dk∇ f (xk),

其中 Dk = αk I. 我们知道拟牛顿方法 (quasi-Newton) [11] 中的割线方程 (secant
equation)满足如下形式,

Bksk−1 = yk−1, (1.7)

其中 sk−1 = xk − xk−1, yk−1 = ∇ f (xk) − ∇ f (xk−1), 拟牛顿矩阵 Bk 是 Hesse 矩阵
∇2 f (xk)的某种近似. 拟牛顿法具有良好的收敛性质,其主要原因是拟牛顿矩阵用

5



正交约束优化：理论、算法与应用

割线近似切线,从而得到针对牛顿方向很好的近似. 因此我们也希望矩阵 (Dk)−1

满足割线方程 (1.7). 文献 [10]提出了可使 α极小化的最小二乘问题,

min
α



(αI)−1sk−1 − yk−1


 ,

其解为

αBB1k =
(sk−1)⊤sk−1

(sk−1)⊤yk−1
.

另一方面,我们也可以对应地考虑问题

min
α



sk−1 − (αI)yk−1


 .

由此,我们得到另一个步长选取方式

αBB2k =
(sk−1)⊤yk−1

(yk−1)⊤yk−1
.

当 (sk−1)⊤yk−1 > 0时,由 Cauchy–Schwarz不等式 ((sk−1)⊤yk−1)2 ≤


sk−1



2 

yk−1

2,
我们得到 αBB1k ≥ αBB2k .因此, αBB1k 是比 αBB2k 更大的步长选择. 在很多实际问题中,
长步长 αBB1k 的数值表现优于短步长 αBB2k ,具体可参考 [12–15].

带有 BB步长的梯度法我们统称为 BB方法. 在实际中, BB方法是一类非单
调方法,其针对一般目标函数的收敛性目前还没有得到彻底解决. 但对于特殊问
题,例如严格凸二次问题,其收敛性分析可见 [10, 16–18]. 虽然 BB方法针对无约
束优化提出,但对于特殊的约束优化问题,例如盒子约束二次规划,我们仍然可以
通过投影梯度构造相应的 BB方法 [19].

SD

BB1

图 1.1最速下降法与 BB方法的数值比较 (目标函数: f (x) = x2 + 4y2 − 3xy − 2x)

Figure 1.1 Numerical comparison on the steepest descent method and BB method (objective

function: f (x) = x2 + 4y2 − 3xy − 2x)

为了展示 BB方法对最速下降法的巨大改进, 我们设计了一个小实验. 对于
目标函数 f (x) = x2 + 4y2 − 3xy − 2x, 我们分别采用最速下降法与 BB 方法对

6
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问题进行迭代求解. 从图 1.1中我们可以明显观察到, 最速下降法在靠近最优点
附近出现了 “zigzag” 现象, 而选取长 BB 步长 αBB1k 的梯度法在迭代几步之后就

靠近了最优点. 由于 BB方法在实际中的表现经常优于普通的梯度方法, 因此它
得到了许多研究者的关注, 逐渐的发展出了许多基于 BB 步长的不同方法, 例如
[12, 15, 19, 20]. 在本文的算法设计中,步长的选择是影响算法有效性的一个重要
因素. 大量的数值实验显示采用如下的交替 BB步长方法 [19],

αABBk =


αBB1k , k是奇数,

αBB2k , k是偶数,
(1.8)

算法具有最好的表现. 因此,在大部分的算法中,我们都采取上述的交替 BB步长.

1.2 黎曼流形优化

黎曼流形优化 (Riemannian optimization)起源于上世纪八十年代,近二十年来
受到研究者们的广泛关注. 在许多实际应用中,例如线性代数、信号处理、数据挖
掘、统计分析、流形学习等,问题的变量或目标函数通常满足一些不变性质. 如
果我们合理利用这些特殊结构,则问题可以等价转化为如下的最优化问题,

min
X∈M

f (X), (1.9)

其中,搜索空间M 是一个配备了黎曼结构的微分流形 [21], f 是定义在M 上的

光滑函数. 我们称问题 (1.9)为黎曼流形优化问题. 图 1.21简要介绍了微分流形的
定义,即流形局部与欧式空间中的开邻域光滑同胚. 我们介绍一些黎曼流形优化
的具体应用,感兴趣的读者可以参考以下文献,非线性特征值问题 [22],电子结构
计算 [23, 24],低秩矩阵/张量填充 [25, 26],弹性形状分析 [27],独立成分分析 [28],
3D视频稳定 [29],流形学习 [30–32]等.

1.2.1 矩阵流形优化问题

通常, 我们所考虑的变量为向量或矩阵, 其中由矩阵构成的流形我们称为矩
阵流形. 表 1.1总结了一些常见的矩阵流形2. 其中 X ≻ 0表示矩阵 X 对称正定.

一般来讲,黎曼流形M 可以被包含在 (映射意义下)一个更大的欧式空间中,
由 1.1节可知, 黎曼流形优化也可看成是欧式空间中的约束优化. 考虑到黎曼流
形的特殊结构, 如果我们将全空间直接选取为流形M, 则最优化问题 (1.9) 可以

1图片来源: https://en.wikipedia.org/wiki/Differentiable_manifold.
2参考 https://www.manopt.org.
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流形名称 数学表示

欧式空间 (复) Rm×n,Cm×n

对称矩阵 {X ∈ Rn×n : X = X⊤}

反对称矩阵 {X ∈ Rn×n : X + X⊤ = 0}

Centerd矩阵 {X ∈ Rm×n : X1n = 0m}

单位球 {X ∈ Rm×n : ∥X ∥F = 1}

对称单位球 {X ∈ Rn×n : ∥X ∥F = 1, X = X⊤}

复单位球 {X ∈ Cm×n : ∥X ∥F = 1}

Oblique流形 {X ∈ Rm×n : ∥X1∥F = · · · = ∥Xn∥F = 1}

复 Oblique流形 {X ∈ Cm×n : ∥X1∥F = · · · = ∥Xn∥F = 1}

复圆 {z ∈ Cn : |z1 | = · · · = |zn | = 1}

实 DFT的相位
{
z ∈ Cn : |zk | = 1, z1+mod(k,n) = z̄1+mod(n−k,n), ∀ k

}
Stiefle流形 {X ∈ Rn×p : X⊤X = I}

复 Stiefle流形 {X ∈ Cn×p : X∗X = I}

广义 Stiefle流形 {X ∈ Rn×p : X⊤BX = I, B ≻ 0}

堆积 Stiefle流形
{

X ∈ Rmd×k : (X X⊤)ii = Id
}

Grassmann流形
{
span(X) : X ∈ Rn×p, X⊤X = I

}
复 Grassmann流形

{
span(X) : X ∈ Cn×p, X∗X = I

}
广义 Grassmann流形

{
span(X) : X ∈ Rn×p, X⊤BX = I, B ≻ 0

}
旋转群

{
R ∈ Rn×n : R⊤R = I, det(R) = 1

}
特殊欧式群

{
(R, t) ∈ Rn×n × Rn : R⊤R = I, det(R) = 1

}
Essential流形 SO(3)2/SO(2)

定秩流形
{

X ∈ Rm×n : rank(X) = k
}

定秩张量 Tucker形式的固定多线性秩张量
严格正矩阵

{
X ∈ Rm×n : Xi j > 0, ∀ i, j

}
对称正定矩阵 {X ∈ Rn×n : X = X⊤, X ≻ 0}

-
{

X ∈ Rn×n : X = X⊤ ⪰ 0, rank(X) = k
}

-
{

X ∈ Rn×n : X = X⊤, X ≻ 0, rank(X) = k, diag(X) = 1
}

-
{

X ∈ Rn×n : X = X⊤, X ≻ 0, rank(X) = k, trace(X) = 1
}

严格单纯形
{

X ∈ Rm×n : Xi j > 0, ∀ i, j 且 X1n = 1m
}

-
{

X ∈ Rn×n : Xi j > 0, ∀ i, j 且 X1n = 1n, X⊤1n = 1n
}

-
{

X ∈ Rn×n : Xi j > 0, ∀ i, j 且 X1n = 1n, X = X⊤
}

常数矩阵流形 {A}

表 1.1矩阵流形集

Table 1.1 Collection of matrix manifold
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图 1.2微分流形及其局部坐标卡

Figure 1.2 Differentiable manifold and its charts

看成是黎曼流形M 上的无约束优化问题. 由此欧式空间中的经典优化方法大部
分都可以推广到黎曼流形优化中 [33].

在给出不同的矩阵流形优化算法之前,我们首先得确定流形优化问题解所满
足的最优性条件. 假设流形M 在 X ∈ M 点处配备有黎曼度量3⟨ · , · ⟩X ,记 TXM
为黎曼流形在点 X 处的切空间3. 对于黎曼流形M 上无约束优化问题 (1.9),我们
定义光滑实值函数 f 在 X 点处的黎曼梯度 grad f (X),为切空间 TXM中满足如下
条件的唯一元素, ⟨

grad f (X), Z
⟩
X
= D f (X)[Z ], ∀Z ∈ TXM, (1.10)

其中 D f (X)[Z ] 表示 f 定义在流形切空间上的方向导数. 若全空间为欧式空间
Rn×p,则其定义为

D f (X)[Z ] := tr(∇ f (X)⊤Z).

类似于欧式空间无约束优化问题的一阶最优性条件 (定理 1.1), 对于流形上的无
约束优化问题,我们有如下定理.

定理 1.5 ([33]). 假设 X∗ ∈ M 是问题 (1.9)的局部最优点,则必有

grad f (X∗) = 0.

1.2.2 收缩类方法

在本小节中,我们介绍一类常用的流形优化方法,称为收缩类方法. 这类方法
也是我们在本文的算法设计与比较中的主要对比算法. 收缩 (retraction)的概念来
源于代数拓扑 [34],它可以看做是一般的流形测地线的推广. 受到 [35]的启发,矩

3关于黎曼度量以及切空间的定义,读者请参考 [21, 33].
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阵流形优化算法得到不断发展. 文献 [36]和 [37]分别将收缩的概念应用到动态
系统及流形优化中. 在本文中,收缩的定义来自于专著 [33, Definition 4.1.1]. 下面
我们给出收缩映射的具体定义.

定义 1.4 (收缩映射). 如果光滑映射 RX : TXM →M 满足

(1) RX(0X) = X ,其中 0X 是切空间 TXM 的零元素;
(2) (局部严格条件) d

dtRX(tZ)|t=0 = Z, ∀Z ∈ TXM ,

则我们称 RX 为收缩映射.

Retraction

00˙AMS September 23, 2007

55LINE-SEARCH ALGORITHMS ON MANIFOLDS

Conceptually, a retraction R at x, denoted by Rx, is a mapping from 
TxM to M with a local rigidity condition that preserves gradients at x; see
Figure 4.1. 

Figure 4.1 Retraction. 

Definition 4.1.1 (retraction) A retraction on a manifold M is a smooth 
mapping R from the tangent bundle T M onto with the following proper­
ties. Let Rx denote the restriction of R to TxM

M

(i) Rx(0x) = x, where 0x denotes the zero element of TxM. 
(ii) With the canonical identification T0x 

satisfies TxM≃ TxM, Rx 

DRx(0x) = idTxM, (4.2)

where idTxM denotes the identity mapping on TxM. 

We generally assume that the domain of R is the whole tangent bundle T M.
This property holds for all practical retractions considered in this book. 

Concerning condition (4.2), notice that, since Rx is a mapping from TxM
to M sending 0x to x, it follows that DRx(0x) is a mapping from T0x 

(TxM)
to TxM (see Section 3.5.6). Since TxM is a vector space, there is a nat­
ural identification T0x 

(TxM) ≃ TxM (see Section 3.5.2). We refer to the
condition DRx(0x) = idTxM as the local rigidity condition. Equivalently, for 
every tangent vector ξ in TxM, the curve γξ : t 7→ Rx(tξ) satisfies γ̇ξ(0) = ξ.
Moving along this curve γξ is thought of as moving in the direction ξ while
constrained to the manifold M.

Besides turning elements of TxM into points of M, a second important
purpose of a retraction Rx is to transform cost functions defined in a neigh­
borhood of x ∈ M into cost functions defined on the vector space TxM.
Specifically, given a real-valued function f on a manifold M equipped with
a retraction R, we let f̂ = f R denote the pullback of f through R. For◦ 
x ∈M, we let

fx = f Rx (4.3)̂ ◦ 

A map RX : TXSn,p → Sn,p is
called a retraction if

RX(0X) = X, where 0X is the
origin of TXSn,p.
d
dtRX(tZ)|t=0 = Z for all
Z ∈ TXSn,p.

TX

Z

X

RX (Z)

17 / 91

M

图 1.3收缩映射

Figure 1.3 Retraction

由上述定义可知, 收缩映射在局部建立了切空间 TXM 与流形M 的对应关
系. 示意图 1.34 展示了这种类似于 “投影”的对应关系. 另一方面,收缩映射的定
义使得我们可以在黎曼度量引入的向量内积空间 TXM 中考虑目标函数,也就是
将只定义在流形M 上的函数 f “拉回”到向量空间,

f̂X = f ◦ RX : TXM → R.

在 1.1.3小节我们提到了欧式空间中的线搜索方法,

xk+1 = xk + αkdk, (1.11)

其中 αk > 0是搜索步长, dk 表示搜索方向. 当我们将其应用到矩阵流形优化时,
一个很重要的变化是, 新得到的迭代点 xk+1 在大多数情况下并不继续满足流形

4图片来源: [33].
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结构,例如球面和 Stiefel流形. 另一方面,搜索方向 dk 的选取也不再是全空间,因
为根据流形的定义,其只能限制在当前点的切空间. 因此,我们必须重新定义流形
上的线搜索. 利用收缩映射,类似于欧式空间的线搜索 (1.11),我们可以定义流形
上的线搜索更新公式 [33],

Xk+1 = RXk (αkDk),

其中 αk > 0是搜索步长, Dk ∈ TXkM 表示搜索方向. 为了得到线搜索方法的全局
收敛性,我们需要对 αk 和 Dk 作如下假设.

定义 1.5 (梯度相关序列 [33, Definition 4.2.1]). 给定黎曼流形M 上的目标函数 f ,

切向量序列
{
Dk

}
,其中 Dk ∈ TXkM. 如果点列

{
Xk ∈ M

}
的任意聚点 X∗ 都满足

grad f (X∗) , 0,并且相应的切向量子列
{
Dk

}
k∈K 有界,

limk→∞,k∈K
⟨
grad f (Xk),Dk

⟩
X
< 0

成立. 则我们称序列
{
Dk

}
梯度相关.

梯度相关序列本质上保证了我们所选取的方向 Dk 是函数值下降方向,结合
如下的非精确线搜索,我们可以得到流形上的线搜索方法.

定义 1.6 (Armijo回溯线搜索 [38]). 给定黎曼流形M上的目标函数 f 和收缩映射

R. 对于给定的点 X ∈ M,切向量 D ∈ TXM,以及常数 ᾱ > 0, β, σ ∈ (0, 1). 我们定

义 Armijo点为 DA = αAD = βmᾱD,其中 m是使得不等式

f (X) − f (RX(β
mᾱD)) ≥ −σ

⟨
grad f (X), βmᾱD

⟩
X

成立的最小非负整数. 我们称 αA为 Armijo步长.

注 1.1. 在 1.1.3小节中,我们提到了两类步长选择: αSD和 αBB. 这两种步长有显式

的更新方式,因此不需要进行额外的计算. 在 Armijo回溯线搜索中,步长 αA 是通

过不断的试探步,比较函数值的下降迭代得到的,我们称之为非精确线搜索. 在本

文中, 我们约定线搜索都是指需要进行试探步计算的非精确线搜索, 而带有 αSD

和 αBB显式步长的方法我们称为非线搜索方法.

受工作 [39]的启发,结合上述定义,针对流行优化问题 (1.9),文献 [40]提出
了如下的加速线搜索方法, 也就是流形上的收缩类线搜索方法 (算法 1). 此方法
是可行方法,即每一步迭代点 Xk 都在流形M 上,与之相反的我们称为不可行方
法. 在算法 1中我们发现,只要给定黎曼流形M 的结构,需要我们去做的就是分
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算法 1:收缩类线搜索方法 [33]

1 给定黎曼流形M 上的收缩映射 R,常数 ᾱ > 0, c, β, σ ∈ (0, 1).
2 初始化: X0 ∈ M;令 k := 0

3 while停机准则不满足 do

4 选取搜索方向 Dk ∈ TXkM,使其满足梯度相关条件 (定义 1.5).
5 选取 Xk+1 ∈ M 使得不等式

f (Xk) − f (Xk+1) ≥ c
(
f (Xk) − f (RXk (αADk))

)
成立,其中 αA是 Armijo步长 (定义 1.6).

6 令 k := k + 1.

7 返回 Xk .

别选取合适的搜索方向以及有效的收缩映射,不同的收缩映射导致了不同的收缩
线搜索方法. 在第二章中,我们将会详细介绍 Stiefel流形上收缩映射的选取.

关于此类算法的收敛性分析我们不予讨论,感兴趣的读者请参考 [33, 40]. 事
实上, 在流形优化领域, 还有很多基于收缩映射的算法研究, 例如收缩类信赖域
法,收缩类拟牛顿法等,感兴趣的读者可以阅读 [33, 41–43]及其参考文献.

1.3 并行计算

随着信息技术的不断发展,大数据 (Big Data)时代已经到来. 一方面,不同于
以往的数据生成方式, 如今数据的产生逐渐由手动低效率模式转变为高效自动
化. 与此同时产生的是海量增长的数据, 其规模呈现几何级数的增长. 例如, 在
24小时内完成 48小时天气预报5,至少需要计算 635万个网格点,内存需求大于
1TB,计算性能6要求高达 25Tflops/s. 另一方面,人类的活动也越来越依赖互联网.
目前, 全世界有超过 30 亿人连入互联网, 如此庞大的用户量会产生大量的数据.
由于大数据往往具有分布式采集和分布式存储的特点,因此传统的串行算法并不
能直接用于处理这类数据. 在这样的背景下,高性能计算及并行计算孕育而生,为
我们处理大数据时代下的问题带来了机遇.

5数据来源: [44].
6Tflops/s指每秒 1万亿次浮点指令. 参考: https://en.wikipedia.org/wiki/FLOPS.
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1.3.1 并行计算简介

简单地讲,并行计算就是在并行计算机或分布式计算机等高性能计算系统上
所作的超级计算. 并行计算主要的研究方向分为: 高性能计算系统 (硬件),并行算
法,并行程序设计与应用,并行计算性能评测等. 在本文的算法设计中,我们主要
侧重于并行算法的设计与实现.

通常,串行算法是指在计算机上由单个进程7按一定次序完成的任务. 随着计
算机技术的发展, 通过对处理器的多核架构进行设计, 人们利用多个运算核心来
提高处理器的性能. 由此,我们可以将同一个计算任务分配在不同的多个进程按
照一定的次序并行计算完成,这也就是并行算法. 这里,我们以稠密矩阵向量乘法
举例说明. 假设矩阵 A ∈ Rm×n,向量 x ∈ Rn,接下来我们介绍一种矩阵向量乘法
b = Ax 的并行计算方法. 从图 1.4我们可以看到,矩阵向量乘法 Ax 可以并行在

多个 CPU核上同时进行计算,其中每一个小的任务都是计算向量�积.

A x b

=

任务 0
任务 1
…

CPU

←−−−−core1
core0

core3 core2

core5 core4

core7 core6

图 1.4矩阵向量乘法的并行计算

Figure 1.4 Parallel computing for matrix-vector multiplication

关于并行程序的设计,通常我们需要借助特定的并行编程模型. 它用于并行
环境实现的接口或函数库,或者是对已有程序语言的并行扩展. 常见的并行编程
模型包括MPI (Message Passing Interface)、Pthreads (POSIX threads)和 OpenMP.在
本文中,我们不对这些并行编程模型进行详细介绍,感兴趣的读者请参考 [45–47].

上面我们已经介绍了并行计算所需的算法和程序,为了衡量和比较不同并行
算法之间的区别,我们需要引入如下的概念. 首先,比较不同的算法,我们可以很
自然地通过程序的运行时间来衡量算法的优劣. 对于串行算法而言, CPU 运行

7进程: 计算机任务的划分单位.
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时间即为程序运行的时间. 然而对于并行算法而言,其程序同时运行在多个 CPU
核上,如果直接将每个 CPU核的时间相加,这显然不能反映程序的真实效率. 因
此,我们需要考虑程序在现实世界中真实运行的时间,也就是墙上时间 (wall-clock
time),它不单独依赖于每个 CPU核,而只与整个程序的运行时间有关. 除此之外,
同一个并行程序在不同 CPU核下运行的时间也可能不同. 因此,我们引入如下的
并行加速比 (parallel speedup factor)和并行效率 (parallel efficiency)的概念 [44].

speedup-factor(m) =
m0Tm0

Tm

,

efficiency(m) =
m0Tm0

mTm

.

在上式中, m表示程序运行的 CPU核数, Tm 表示程序在 m核下运行的墙上时间.
通常, 我们取 m0 = 1, 也就是单核运行. 一般而言, 我们有 speedup-factor(m) <

m, efficiency(m) < 1.如果并行加速比越接近 m,并行效率越靠近 1,则说明程序的
并行可扩展性越好.

1.3.2 分布式/并行优化算法

通常来讲,分布式/并行优化计算主要分为两大类. 第一类做法是数值代数层
面的并行,也就是将已有的高效串行算法进行并行化. 其中基础的线性代数操作
(Basic Linear Algebra Subprograms,简称为 BLAS8),例如矩阵向量乘法 (BLAS2),矩
阵矩阵乘法 (BLAS3)等都可被高效的并行计算. 这类算法的最大优点是不需要对
串行算法本身进行变动,而这恰好也限制了其进一步的发展. 另一类计算方法是
优化模型或者优化算法层面的并行,也就是将一个大规模的问题分解为若干个小
规模容易计算的问题,这些问题相互独立或不独立. 根据子问题的求解次序,我们
还可以将并行算法分为异步并行或者同步并行. 示意图 1.5展示了分布式/并行优
化算法设计的两种不同思路.

随着数据规模的不断增长, 原有的一些优化模型已不足以完整地描述问题,
与此同时原有的优化算法也面临着相同的挑战. 在优化领域, FISTA [48], EigPen
[49]等算法根据第一种思路已经并行化实现. 而第二种思路则是目前并行优化算
法领域的热点问题之一. 该类方法主要包括并行块坐标下降法 (PBCD) [50]、交
替方向乘子法 (ADMM) [51]、并行子空间校正法 (PSC) [52]等,这些算法各有利
弊. 关于其他可分布式/并行优化算法,感兴趣的读者请参考 [53–57] . 接下来,我
们详细介绍在本文算法设计与比较中用到的块坐标下降方法.

8请参考 http://www.netlib.org/blas/.
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分布式/并行优化计算

BLAS并行 优化模型/算法并行

图 1.5分布式/并行优化计算

Figure 1.5 Distributed/Parallel optimization

块坐标下降法 (BCD)和 ADMM方法是大数据时代最受关注的两类算法. 其
中 BCD 方法的主要思想是将变量进行拆分, 得到若干块小变量. 在算法迭代过
程中, 每次只选取一块进行更新, 其余块作为常量固定, 由此原问题的规模得到
了显著降低. 块坐标下降的思想最早可以追溯到求解线性方程组的 Jacob迭代和
Gauss-Seidel迭代 [58]. 特别地,我们考虑如下的优化问题,

min
x∈Rn

f (x1, x2, . . . , xp)

s. t. ∑p
i=1 Aixi = b,

其中 x = [x1, x2, . . . , xp], xi ∈ Rni , ∑p
i=1 ni = n. 应用 BCD方法求解此问题,我们得

到算法 2.

算法 2:块坐标下降法 (BCD)

1 初始化: x0 ∈ Rn;令 k := 0

2 while停机准则不满足 do

3 依据某种规则求解如下的 p个 BCD子问题,

xk+1
i := argmin

y∈Rni
fi(y) := f (xk

1, . . . , xk
i−1, y, xk

i+1, xk
p)

s. t. Aiy = b −∑p
j,i Aj xk

j .

令 k := k + 1.
4 返回 xk = [xk

1, xk
2, . . . , xk

p].

注 1.2. 值得说明的是, 分布式/并行计算并不是 BCD 方法最大的特征. 事实上,

BCD 方法有很多变种. 一方面, 如果我们考虑块变量的更新, 在算法 2 中, 如果

我们分别独立计算 p个 BCD子问题,则其迭代本质上是 Jacob迭代,称为并行的
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BCD 方法 (PBCD). 如果我们选取 fi(y) := f (xk+1
1 , . . . , xk+1

i−1 , y, xk
i+1, xk

p), 即每个块

变量计算后及时更新,则迭代为 Gauss-Seidel型迭代. 另一方面,如果考虑 p个子

问题的求解顺序,则我们有如下的不同选取方式:

• 随机选取 (有放回的): 每次从集合 {1, 2, . . . , p}中随机选取一个数,以此为
指标,求解相应的子问题;

• 随机选取 (无放回的): 每次生成集合 {1, 2, . . . , p}的随机排列,以此顺序求
解相应的子问题;

• 贪婪策略: 根据子问题的求解程度,每次对子问题 {1, 2, . . . , p}中最不精确
的那个进行求解;

• 按序循环更新: 按集合 {1, 2, . . . , p}的顺序循环求解子问题.

事实上, 每一种不同的选择都会导致不同的算法, 其对应的可并行程度也有所不

同.

在 BCD方法中,我们可以考虑的并行策略是 p个子问题分别独立求解,因此
可并行的 BCD方法 PBCD是模型和算法上的并行. 目前,关于 BCD方法研究的
热点主要包括两个方面: 其一, 考虑利用 Nesterov 加速技巧 [59–61] 设计加速的
BCD方法. 其二,随机更新选取策略下 BCD方法的理论收敛性质 [62–65]. 关于这
两点,本文不予介绍,感兴趣的读者请阅读参考文献.

1.4 本文主要内容

本文主要从理论、算法与应用三个角度, 系统的研究了正交约束优化问题.
余下部分的内容安排如下.

在第 2章中,我们系统地研究了正交约束优化问题. 从黎曼流形优化和欧式
空间约束优化两个角度,我们分别推导了问题的最优性条件. 其中,通过分析一大
类黎曼度量下的黎曼梯度,我们得到了问题各种描述下一阶最优性条件的对应关
系. 此外,我们还证明了在任意一阶稳定点处,正交约束优化问题的 Lagrange乘子
具有显式表达式. 这些性质的刻画启发了本文的算法设计.

在第 3章中, 针对一大类正交约束优化问题, 我们提出了一类非收缩算法框
架. 其主要包含两个步骤, 分别是函数值下降步和乘子校正步. 不同于以往的经
典算法,在我们的算法框架中,函数值下降步采用标准的欧式负梯度方向,而不是
Stiefel流形的切空间方向. 另一方面, 我们构造的乘子校正步进一步使函数值下
降,同时也保证了乘子的对称性. 基于此算法框架,我们提出了两大类算法. 第一
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类是梯度下降方法,其中包括梯度反射法和梯度投影法. 第二类采用以列为块的
块坐标下降方法,同时我们也提出了一个新的方法用于非精确求解对应的块坐标
下降子问题. 进一步,我们证明了算法的全局收敛性. 数值实验表明我们的算法框
架具有很大的潜力.

在第 4章中, 我们将乘子校正步推广到一般的 Stiefel流形收缩类算法, 得到
了子空间加速的收缩类算法. 通过利用乘子校正步的子空间最优性质,我们设计
了一类两阶段的子空间加速算法. 第一阶段是函数值下降法,第二阶段是子空间
加速步. 将 Stiefel流形的收缩类线搜索算法应用于第一阶段,我们证明了加速算
法的全局收敛性及局部线性收敛速度. 数值实验展示了加速技术的有效性.

在第 5章中, 针对一般的正交约束优化问题, 我们提出了基于增广 Lagrange
函数的并行算法. 考虑到正交化过程的低可扩展性, 我们采用不可行方法并利
用增广 Lagrange 罚函数. 不同于经典的增广 Lagrange 函数法, 在我们的算法中,
原始变量的更新通过极小化增广 Lagrange函数的邻近点线性化逼近得到. 同时,
Lagrange乘子由其在一阶稳定点处的显式解更新得到. 由此, 算法的主要步骤都
可以很自然地进行矩阵计算层面的并行化. 进一步,我们分析了算法的全局收敛
性,最坏情况下的复杂度以及局部收敛速度. 此外,为了减弱算法对罚参数的敏感
性,我们提出了改进的可并行列极小化算法. 串行的数值实验说明了乘子的新更
新方式显著加速了算法的收敛速度, 并且数值表现与已有的可行方法不相上下.
并行环境下的数值实验验证了我们的算法具有较高的可扩展性.

在第 6章中,我们将乘子校正算法和基于增广 Lagrange函数的并行算法应用
于电子结构计算. 我们考虑了电子结构计算中的 Kohn-Sham密度泛函理论,其模
型通常表述为一个带有正交约束的优化问题. 在串行环境下,我们测试了 18个不
同的分子结构,数值实验显示了我们的新算法优于已有的经典算法. 在并行环境
下,我们测试了简化的 Kohn-Sham总能量极小化问题,数值结果显示我们提出的
并行算法具有较高的可扩展性.

在最后一章中,我们对全文作以总结并给出对未来工作的展望.

17



正交约束优化：理论、算法与应用

18



第 2章正交约束优化问题

第 2章 正交约束优化问题

正交约束优化问题是指变量满足正交性的矩阵优化问题,

min
X∈Rn×p

f (X)

s. t. X⊤X = Ip,
(2.1)

其中函数 f 可微, p ≤ n. 特别地,问题 (2.1)的可行域也被称为 Stiefel流形 [66],记
做

Sn,p :=
{

X ∈ Rn×p | X⊤X = I
}
.

由此,正交约束优化问题既可以看作欧式空间 Rn×p 中的约束优化问题,也可以看
成是 Stiefel流形上的矩阵流形优化问题,

min
X∈Sn,p

f (X). (2.2)

在图 2.1中,我们考虑最简单的正交约束,即 p = 1时的球面约束. 我们观察到二

图 2.1目标函数 f (x, y, z) = x2 + 5y2 − 3z2 + 5x在球面上的等值线图

Figure 2.1 Contour of function f (x, y, z) = x2 + 5y2 − 3z2 + 5x on a sphere

次函数 f (x, y, z) = x2+5y2−3z2+5x在球面约束下,有两个局部极小值点,一个局
部极大值点. 一方面,由于正交约束的非凸性以及正交化过程的高计算代价,问题
(2.1)在实际中并不容易求解. 另一方面,当目标函数 f 取特定形式时,问题 (2.1)
是 NP-难的, 例如最大割问题 [67], 干扰极小化问题 [68]以及 Bose–Einstein凝聚
[69]. 因此,面对这些困难和挑战,问题 (2.1)被越来越多的学者所关注. 在本章中,
我们主要介绍正交约束优化问题的应用背景,一阶最优性条件的刻画, Stiefel流形
的结构和性质,以及一些已有的优化算法.
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2.1 问题背景及应用

正交约束优化问题在科学工程计算以及数据科学等领域都有着广泛的应用,
例如电子结构计算 [70–74],变分问题的压缩模型 [75, 76], Bose-Einstein凝聚 [69],
线性特征值问题 [49, 77, 78],非线性特征值问题 [79–81],奇异值分解 [58, 82],低
秩相关矩阵 [83–85], 稀疏主成分分析 [86, 87], 正交 Procrustes 问题 [88, 89], 异
构四次函数和的极小化 [90, 91], 干扰极小化问题 [68, 92] 以及联合对角化问题
[28, 93]等.

接下来,我们具体介绍几类应用问题.

1. 特征值问题
求解实对称矩阵 A ∈ Rn×n的 p个最小特征值及其特征向量,可以用如下的迹

极小化问题 [94, 95]描述,

min
X∈Rn×p

tr(X⊤AX)

s. t. X⊤X = Ip .
(2.3)

上述问题的最优解 X∗ 张成了 A的不变特征子空间,其正交基对应的特征值为矩
阵 A的 p个最小特征值. 具体来说,若 A的特征值为 λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn,则我们
有

AX∗ = X∗Λ∗,

其中 Λ∗ = Diag(λ1, λ2, . . . , λp).
2. 广义特征值问题
给定矩阵对 (A, B),其中 A, B ∈ Rn×n且 B ≻ 0,求解矩阵对 (A, B)的 p个最小

广义特征值的问题

Av = λBv,

可以等价的描述为如下的广义 Rayleigh商极小化问题,

min
Y ∈Rn×p

tr(Y⊤AY(Y⊤BY)−1)

s. t. Y⊤BY = Ip .

其等价性可参考文献 [33, Proposition 2.1.1].
3. 奇异值分解
给定矩阵 A ∈ Rm×n(m ≥ n),记 A的奇异值为 0 ≤ σ1 ≤ σ2 ≤ · · · ≤ σn. 由奇

异值分解的定义 [58, 96]以及 Eckart-Young-Mirsky定理 ([97], [58, Theorem 2.4.8])
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可知,求解矩阵 A最小 p个奇异值对应的奇异向量,可由如下的最佳秩 p逼近得

到,

Ap △=

p∑
i=1

σiuiv
⊤
i = argmin

rank(W)≤p
∥A −W ∥2F . (2.4)

等价的,也就是如下的截断奇异值分解,

Ap = UΣV⊤,

其中 U ∈ Sm,p, V ∈ Sn,p 且 Σ = Diag(σ1, . . . , σp). 接下来,我们介绍三种不同的求
解截断奇异值分解的模型,它们都是正交约束优化问题,并且相互等价.

3a) 由定义,此问题可以等价的转化为计算矩阵 AA⊤ 或 A⊤A的特征值,也就
是

min
U∈Rm×p

tr(U⊤AA⊤U)

s. t. U⊤U = Ip,
或

min
V ∈Rn×p

tr(V⊤A⊤AV)

s. t. V⊤V = Ip .

上述问题的解分别为矩阵 A最小 p个奇异值对应的左奇异向量矩阵 U 或右奇异

向量矩阵 V ,由此我们得到矩阵 A的截断奇异值分解.
3b) 由 (2.4)式,我们可以得到截断奇异值分解的另一种等价模型,

min
X∈Rm×p,Y ∈Rn×p

∥A − XY⊤∥2F

s. t. X⊤X = Ip .

3c) 基于 Stiefel流形的乘积空间,文献 [98]提出了截断奇异值分解的另一种
等价模型,

min
U∈Rm×p,V ∈Rn×p

tr(U⊤AV N)

s. t. U⊤U = Ip,

V⊤V = Ip,

其中 N = Diag(µ1, µ2, . . . , µp),并且 µp > µp−1 > · · · > µ1 > 0.
4. 正交 Procrustes问题

给定矩阵 A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×p,正交 Procrustes问题 [88, 89]实际上是 Stiefel流
形上的最小二乘逼近问题,

min
X∈Rn×p

∥AX − B∥2F
s. t. X⊤X = Ip .
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5. 二次指派问题
二次指派问题是组合优化中的经典问题,刻画了不同设施在距离和权重极小

化下的选址问题. 文献 [99]等价的考虑了 Stiefel流形上带有非负约束的二次指派
问题,

min
X∈Rn×p

tr (A⊤(X ⊙ X)B(X ⊙ X)⊤)

s. t. X⊤X = Ip,

X ≥ 0,

其中 A ∈ Rn×n表示距离矩阵, B ∈ Rn×n表示权重矩阵, ⊙表示 Hadamard积, X ≥ 0

表示矩阵 X 的所有元素非负.
6. Bose-Einstein凝聚态问题
Bose-Einstein凝聚 [100]是玻色子原子在冷却到接近绝对零度所呈现出的一

种气态的、超流性的物质状态1. 其物理模型是球面约束下的能量泛函极小化问
题,

ϕg = argmin
ϕ∈S

E(ϕ),

其中能量泛函 E(ϕ)和球面约束 S分别定义为

E(ϕ) =

∫
Rd

[
1

2
|∇ϕ(x)|2 + V(x)|ϕ(x)|2 + β

2
|ϕ(x)|4 − Ωϕ̄(x)Lzϕ(x)

]
dx,

S =

{
ϕ | E(ϕ) < ∞,

∫
Rd
|ϕ(x)|2dx = 1

}
.

我们将上述问题进行离散化处理 [69],得到如下的离散模型,

min
x∈Rn

1
2

x⊤Ax + β

2

n∑
i=1

x4
i

s. t. ∥x∥2 = 1.

此问题本质上是一个四次函数在球面上的极小化问题,也正是正交约束优化问题
退化到 p = 1的特殊情形.

7. 图的稳定数
给定图 G = (V, E), V 是定点集合, E 为边构成的集合. V 的最大稳定子集 (互

不相交的顶点)的维数定义为稳定数 ζ(G). 则由文献 [101]可知,

ζ(G)−1 = min
∥x ∥2=1

n∑
i=1

x4
i + 2

∑
(i, j)∈E

x2
i x2

j .

这也是 p = 1时的正交约束优化问题.
1参考 https://en.wikipedia.org/wiki/Bose%E2%80%93Einstein_condensate.
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8. 主成分分析
在数据科学中,主成分分析 [102]是一种统计方法,其通过正交变换将一组可

能存在相关性的变量转换成一组线性不相关的变量,转换后的这组变量称为主成
分. 通常,这个过程也被称为数据降维. 给定观测矩阵 A ∈ Rn×m,我们需要在 m个

特征中筛选出 p个主要的特征. 文献 [30, 103, 104]引入了如下的正交约束优化模
型,

min
X∈Rn×p

− 1
m
tr (X⊤(A − Ā)(A − Ā)⊤X)

s. t. X⊤X = Ip,

其中 Ā = 1
m

∑m
i=1 Ai1⊤, 1 = (1, . . . , 1)⊤ ∈ Rn. 本质上,主成分分析等价于问题 3中

的截断奇异值分解.
9. Kohn-Sham总能量极小化问题
Kohn-Sham密度泛函理论 (KSDFT) [105]是材料科学中的一个重要问题. 其

最后一步是在正交约束下极小化离散的 Kohn-Sham总能量泛函 [70],

min
X∈Rn×p

E(X)

s. t. X⊤X = Ip .
(2.5)

在第 6章中,我们将会详细介绍此问题.
10. 薛定谔方程的压缩模型
压缩模型 [75]用来刻画孤立粒子薛定谔方程的空间解. 文献 [75]利用变分

法得到了如下的离散 ℓ1正则化优化模型,

min
X∈Rn×p

tr(X⊤HX) + 1
κ
|X |1

s. t. X⊤X = Ip,

这里 κ > 0 是一个预设的参数, H ∈ SRn×n 表示电子结构的离散 Hamilton 算子,
|X |1 :=

∑i=n, j=p
i=1, j=1

��Xi j

��.
2.2 最优性条件

在本节, 我们从欧式空间中的正交约束优化问题 (2.1) 以及 Stiefel 流形上的
无约束优化问题 (2.2)两个角度出发,分别引入问题的最优性条件和基本性质. 为
了刻画最优性条件,首先我们给出约束集 Stiefel流形的黎曼结构.

2.2.1 Stiefel流形

由于许多算法的设计依赖于 Stiefel流形的结构,因此在本小节我们介绍一些
Stiefel 流形的基本性质, 其中部分结果来自于专著 [33], 具体证明由本文作者补
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充. 此外,我们还首次研究了一大类黎曼度量下的黎曼梯度.

性质 2.1. Stiefel流形 Sn,p 满足如下性质:

1) Sn,p 是有界闭集.

2) Sn,p 是欧式空间 Rn×p 的黎曼嵌入子流形.

3) 当 p = 1时, Sn,p 退化为 Rn中的单位球 Sn−1 = {x ∈ Rn | ∥x∥2 = 1}.
4) 当 p = n时, Sn,p 等于正交群 On = {X ∈ Rn×n | X⊤X = In}.
5) dim(Sn,p) = np − 1

2
p(p + 1).

证明. 由 Stiefel流形 Sn,p 的定义,性质 1)-4)立即可得. 下面我们考虑性质 5).

首先我们构造映射

F : Rn×p −→ SRp×p

X 7−→ X⊤X − Ip .

其中 SRp×p 表示 p阶对称矩阵全体,并且 dim(SRp×p) = p(p + 1)/2. 由 F 的定义,
我们得到

Sn,p = F−1(0). (2.6)

下面我们证明映射 F 的秩为 p(p + 1)/2,也就是对于任意的 Z̄ ∈ SRp×p,存在
Z ∈ Rn×p 使得

DF(X)[Z ] = Z̄, ∀X ∈ Sn,p,

即 DF(X)对于任意的 X ∈ Sn,p 都是满射. 由定义可知

DF(X)[Z ] = X⊤Z + Z⊤X, ∀X ∈ Sn,p, ∀Z ∈ Rn×p .

取 Z = 1
2

X Z̄ ,代入上式我们得到,

DF(X)[
1

2
X Z̄ ] =

1

2
X⊤X Z̄ +

1

2
Z̄⊤X⊤X = Z̄, ∀X ∈ Sn,p .

由此我们得到 F 的秩等于 dim(SRp×p),即 p(p + 1)/2.

结合 (2.6)式以及微分流形中的淹没定理 [33, Proposition 3.3.3],我们有

dim(Sn,p) = dim(F−1(0)) = np − 1

2
p(p + 1).

□

接下来,我们给出 Stiefel流形切空间 TXSn,p 的具体表达形式.
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性质 2.2 (切空间). Stiefel流形在 X ∈ Sn,p 点处的切空间 TXSn,p 有如下形式,

TXSn,p = {Z ∈ Rn×p : X⊤Z + Z⊤X = 0} (2.7)

= {XW + X⊥K : W⊤ + W = 0,W ∈ Rp×p,K ∈ R(n−p)×p} (2.8)

= {AX : A⊤ + A = 0, A ∈ Rn×n}, (2.9)

其中 X⊥ ∈ Rn×(n−p) 表示子空间 span(X)的正交补空间,也就是 X X⊤ + X⊥X⊤⊥ = I,

W ∈ Rp×p, A ∈ Rn×n都是反对称矩阵.

证明. 首先我们证明 (2.7)式成立. 构造映射

F : Rn×p −→ SRp×p

X 7−→ X⊤X .

类似于性质 2.1中 5)的证明,我们有Sn,p = F−1(Ip),并且映射 F的秩为 p(p+1)/2.
由 [33, (3.19)式],我们得到

TXSn,p = ker(DF(X)) = {Z ∈ Rn×p : X⊤Z + Z⊤X = 0}.

除此之外,我们还得到

dim(TXSn,p) = dim (ker(DF(X))) = np − p(p + 1)

2
. (2.10)

定义 Stiefel流形上的曲线 X(t) : t 7−→ X(t),由 X(t)⊤X(t) = I,我们有

Ẋ(t)⊤X(t) + X(t)⊤ Ẋ = 0. (2.11)

又 X(t) ∈ Sn,p,则 [X(t) X⊥(t)] ∈ Rn×n满秩,故对于 Ẋ(t) ∈ Rn×n,我们可以令

Ẋ(t) = X(t)W(t) + X⊥(t)K(t),

其中W(t) ∈ Rp×p, K ∈ R(n−p)×p. 将上式代入 (2.11)式,得到

W⊤(t) + W(t) = 0,

从而 (2.8)式成立.

假设 A ∈ Rn×n满足 A⊤ + A = 0,显然我们有

{AX : A⊤ + A = 0, A ∈ Rn×n} ⊂ {Z ∈ Rn×p : X⊤Z + Z⊤X = 0} = TXSn,p . (2.12)
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另一方面, 对于 X ∈ Sn,p, 存在正交矩阵 Q ∈ Rn×n 使得 X = Q[Ip 0]⊤. 记 B =

Q⊤AQ =


B11 B12

B21 B22

 ,则
dim{AX : A⊤ + A = 0, A ∈ Rn×n}

= dim{Q⊤AX : A⊤ + A = 0, A ∈ Rn×n}

= dim{B[Ip 0]⊤ : B⊤ + B = 0, B ∈ Rn×n}

= dim{[B⊤11 B⊤21]
⊤ : B⊤11 + B11 = 0, B11 ∈ Rp×p, B21 ∈ R(n−p)×p}

= p2 − p(p + 1)

2
+ (n − p)p = np − p(p + 1)

2
,

其中最后一个等式利用了 dim(SRp×p) = p(p + 1)/2. 结合上式, (2.10)式和 (2.12)
式,我们可知 (2.9)成立. □

定义了 Stiefel 流形的切空间之后, 我们就可以装备切空间的黎曼度量. 在
Rn×p 中,对于 Z1, Z2 ∈ Rn×p,经典的欧式内积定义为

⟨Z1, Z2⟩ := tr(Z⊤1 Z2).

如果我们对 Stiefel流形配备上述诱导度量作为其黎曼度量,则我们得到黎曼流形
Sn,p. 为方便起见, 我们简称为流形 Sn,p. 由此, 我们可以给出 Stiefel流形的法空
间性质.

性质 2.3 (法空间). Stiefel流形在 X ∈ Sn,p 点处的法空间有如下形式,

(TXSn,p)⊥ =
{

XS : S ∈ SRp×p} .
证明. 由性质 2.2中的 (2.8)式,并利用性质 TXSn,p ⊕ (TXSn,p)⊥ = Rn×p (⊕表示直
和),显然我们有

(TXSn,p)⊥ =
{

XN : N ∈ Rp×p} .
由定义可知,对于任意的 XN ∈ (TXSn,p)⊥,

⟨Z, XN⟩ = 0, ∀Z ∈ TXSn,p .

根据 (2.8)式,我们令 Z = XWZ + X⊥KZ ,其中WZ 是反对称矩阵,将 Z 代入上式得

到

⟨Z, XN⟩ = tr(W⊤
Z N) = 0.

因为 tr(W⊤
Z S) = ⟨WZ, S⟩ = 0对于任意的 S ∈ SRp×p 都成立,又由WZ 的任意性,故

N ∈ SRp×p. 由此性质成立. □
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接下来,我们给出闭凸集上正交投影的定义,其定义与黎曼度量 ⟨ ·, ·⟩X 有关,
也就是不同的度量诱导了不同的投影算子.

定义 2.1. 给定闭凸集 A ⊂ Rn×p,我们定义点 Y ∈ Rn×p 到 A 的正交投影为

PA(Y) = argmin
X∈A

∥Y − X ∥F .

由性质 2.2和 2.3,我们可以很自然定义任意 Y ∈ Rn×p 在 Stiefel流形的切空
间和法空间的正交投影.

性质 2.4. 给定任意的 Y ∈ Rn×p,我们定义其在 Stiefel流形切空间和法空间的正交

投影为

PTXSn,p (Y) = (I − X X⊤)Y + Xskew(X⊤Y),

P⊥TXSn,p (Y) = Xsym(X⊤Y),

其中 sym(A) := 1
2
(A + A⊤), skew(A) := 1

2
(A − A⊤).

证明. 由性质 2.2, 2.3和正交投影的定义 2.1,假设 Y = XW + X⊥K (W ∈ Rn×p,K ∈

R(n−p)×p),我们不难得到

P⊥TXSn,p (Y) = X · argmin
S∈SRp×p

∥Y − XS∥F = X · argmin
S∈SRp×p

∥W − S∥F ,

又因为W = X⊤Y ,从而

S∗ = argmin
S∈SRp×p

∥W − S∥F = sym(X⊤Y),

即 P⊥TXSn,p (Y) = Xsym(X⊤Y). 又因为 Y = PTXSn,p (Y) + P⊥TXSn,p (Y), 故性质成
立. □

接下来,我们给出 Stiefel流形黎曼梯度 (1.10)的具体形式.

引理 2.1. 对于 Stiefel流形优化问题 (2.2),我们有

grad f (X) = PTXSn,p (∇ f (X)).

证明. 由性质 2.4,对于任意的 Z ∈ TXSn,p,我们有⟨
PTXSn,p (∇ f (X)), Z

⟩
=

⟨
∇ f (X) − P⊥TXSn,p (∇ f (X)), Z

⟩
=

⟨
∇ f (X), Z

⟩
= D f (X)[Z ].

根据黎曼梯度 grad f (X)的定义 (1.10),引理得证. □
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综上,我们可以得到 Stiefel流形优化问题 (2.2)的一阶最优性条件.

定理 2.1. 假设 X∗ ∈ M 是 Stiefel流形优化问题 (2.2)的局部最优点,则必有

grad f (X∗) = (I − X∗X∗⊤)∇ f (X∗) + X∗skew(X∗⊤∇ f (X∗)) = 0, (2.13)

这里 grad f 表示欧式度量下的黎曼梯度.

证明. 定理 1.5,性质 2.4和引理 2.1的直接推论. □

由性质 2.4和引理 2.1可知,不同的黎曼度量 ⟨ · , · ⟩X 诱导了不同的投影算子,
进而导致了不同的黎曼梯度 grad f . 在经典的欧式度量下定理 2.1成立. 一个很自
然的问题是, Stiefel流形优化问题的最优点是其本质性质,不应与流形选取的黎曼
度量有关. 也就是说,在其他不同的度量下,定理 2.1应该依然成立. 下面我们具
体介绍一类黎曼度量,并给与说明.

定义

⟨Z1, Z2⟩ρ := tr(Z⊤1 (I − (1 −
1

ρ
)X X⊤)Z2), ∀Z1, Z2 ∈ Rn×p . (2.14)

显然当 ρ > 0时,矩阵 (I − (1− 1
ρ
)X X⊤)对称正定,由此不难验证 ⟨ · , · ⟩ρ为黎曼度

量.

假设在此度量下的黎曼梯度记为 gradρ f (X) ∈ TXSn,p,并且假设 gradρ f (X) =

XWρ + X⊥Kρ, 其中 W ∈ Rp×p 是反对称矩阵, Kρ ∈ R(n−p)×p. 则对于任意的
Z = XWZ + X⊥KZ ∈ TXSn,p (WZ 是反对称矩阵), 通过简单计算, 我们可以推
出 ⟨

gradρ f (X), Z
⟩
ρ

= tr(Z⊤(I − (1 − 1

ρ
)X X⊤)gradρ f (X))

=
1

ρ
tr(W⊤

ρ WZ) + tr(K⊤ρ KZ). (2.15)

由黎曼梯度的定义 (1.10),并假设 ∇ f (X) = XW + X⊥K ,其中W ∈ Rp×p,K ∈
R(n−p)×p,类似的我们有⟨

gradρ f (X), Z
⟩
ρ

= D f (X)[Z ]

= tr(∇ f (X)⊤Z)

= tr(W⊤WZ) + tr(K⊤KZ).

= tr(skew(W)⊤WZ) + tr(K⊤KZ). (2.16)
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其中最后一步利用了 Wρ = skew(Wρ) + sym(Wρ)和 WZ 的反对称性. 由于 (2.15)
式和 (2.16)式对于任意的 Z ∈ TXSn,p 都成立,比较两式,我们令

Wρ = ρ · skew(W), Kρ = K,

由此我们得到了黎曼梯度 gradρ f (X)的表达式 (唯一性显然),

gradρ f (X) = ρ · Xskew(W) + X⊥K

= ρ · Xskew(W) + ∇ f (X) − XW

= ρ · Xskew(X⊤∇ f (X)) + ∇ f (X) − X X⊤∇ f (X)

= (I − X X⊤)∇ f (X) + ρ · Xskew(X⊤∇ f (X)). (2.17)

其中用到了 ∇ f (X) = XW + X⊥K 以及W = X⊤∇ f (X).

综上所述,我们得到了如下的更一般的定理.

定理 2.2. 假设 X∗ ∈ M 是 Stiefel流形优化问题 (2.2)的局部最优点,则必有

gradρ f (X∗) = (I − X∗X∗⊤)∇ f (X∗) + ρ · X∗skew(X∗⊤∇ f (X∗)) = 0,

这里 gradρ f 表示黎曼度量 ⟨ · , · ⟩ρ 下的黎曼梯度 (ρ > 0). 特别地,

1) 当 ρ = 1时,度量为欧式度量,此时

grad1 f (X) = grad f (X). (2.18)

2) 当 ρ = 2时,度量为 Canonical度量,此时

grad2 f (X) = ∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X . (2.19)

3) 当 ρ > 0时,我们有

gradρ f (X) =
(
I − (1 − ρ

2
)X X⊤

)
grad2 f (X). (2.20)

证明. 直接验算可得. □

注 2.1. 文献 [99, Subsection 4.1], [106, Lemma 2.1], [104, Proposition 1]和 [30, (2.6)]

分别提出了满足一阶最优性条件的最优解集 {X∗}的刻画,这与定理 2.2的结果等

价. 在本小节的推导中,我们给出了一大类黎曼度量的定义,并且根据其形式,第

一次详细推导了在此度量下成立的黎曼梯度 gradρ f (X)的具体表达式. 由此我们

得到了最优解集的刻画.
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在性质 2.2中,我们给出了Stiefel流形切空间的三种不同刻画. 由于 gradρ f (X) ∈
TXSn,p,我们发现在定理 2.2中, gradρ f (X)恰好是 (2.8)式的具体形式. 事实上,根
据 (2.9)式,我们也有如下的黎曼梯度刻画.

性质 2.5. 对于任意的 X ∈ Sn,p,我们有

gradρ f (X) = AρX, (2.21)

其中 Aρ = (PX∇ f (X))X⊤ − X(PX∇ f (X))⊤, PX = I − (1 − ρ

2
)X X⊤.

证明. 直接验算可得. □

上述性质可以看做是文献 [99]中黎曼梯度的直接推广.

2.2.2 正交约束

在上一小节, 通过对 Stiefel流形结构的刻画, 我们得到了 Stiefel流形优化问
题 (2.2)的一阶最优性条件. 在本小节中,我们从欧式空间优化的角度出发,重新
刻画了正交约束优化问题 (2.1)的最优性条件,得到了 Lagrange乘子所满足显式
表达式,这是本文的主要贡献之一,也是本文部分算法设计的核心.

首先,我们定义问题 (2.1)的一阶稳定点 [4].

定义 2.2. 给定点 X ∈ Rn×p,如果
tr(Y⊤∇ f (X)) ≥ 0;

X⊤X = Ip,
(2.22)

对任意 Y ∈ TXSn,p都成立,则我们称 X 为问题 (2.1)的一阶稳定点. 我们记包含所
有一阶稳定点的集合为 ΩFON.

文献 [107] 将矩阵优化问题 (2.1) 等价转化为 Rnp 中的优化问题, 并给出了
问题所满足的一阶最优性条件. 其中, 在 [107, Theorem 2.1] 中证明了正交约束
(X⊤X = Ip)满足 LICQ约束规范性条件 (定义 1.3).

接下来,根据 (1.4)式,我们定义约束优化问题 (2.1)的 Lagrange函数为

L(X,Λ) := f (X) −
⟨
Λ, X⊤X − I

⟩
. (2.23)

其中 Λ ∈ SRp×p 是正交约束所对应的 Lagrange乘子.

下面我们给出正交约束优化问题 (2.1)的一阶最优性条件.
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定理 2.3 (一阶最优性条件). 假设 X∗是正交约束优化问题 (2.1)的局部最优点,函
数 f 连续可微,则 X∗满足如下的 KKT条件:

(In − X∗X∗⊤)∇ f (X∗) = 0; (次稳定性)

X∗⊤∇ f (X∗) = ∇ f (X∗)⊤X∗; (对称性)

X∗⊤X∗ = Ip . (可行性)

(2.24)

证明. 由于正交约束满足 LICQ约束规范性条件 [107, Theorem 2.1],根据 Lagrange
函数的定义 (2.23)以及定理 1.2,我们有

∇XL(X∗,Λ∗) = ∇ f (X∗) − X∗Λ = 0,

从而 Λ∗ = X∗⊤∇ f (X∗).将其代入上式,我们得到

(In − X∗X∗⊤)∇ f (X∗) = 0.

又因为正交约束满足对称性,故 Lagrange乘子 Λ∗对称. 由此定理得证. □

由于一阶稳定点条件 (定义 2.2)无法被数值验证,因此我们证明了如下的等
价结论.

引理 2.2. 点 X ∈ Rn×p 是问题 (2.1)的一阶稳定点当且仅当 KKT条件 (2.24)成立.

证明. 由性质 2.2,对于任意的 Y ∈ TXSn,p,都能被唯一的分解为 Y = XS + K ,这
里 S ∈ Rp×p 是反对称矩阵 (S⊤ + S = 0) 且 K ∈ Rn×p 满足 K⊤X = 0, 这等价于
K = (In − X X⊤)K . 同样的,任意具有 XS + K 形式的矩阵都属于 TXSn,p.

由于 S和 K 都是任意的,故条件 (2.22)等价于如下的关系式

tr(S⊤X⊤∇ f (X)) ≥ 0, ∀ S ∈ Rp×p且 S⊤ + S = Ip, (2.25)

tr(K⊤∇ f (X)) ≥ 0, ∀K ∈ Rn×p且K⊤X = 0, (2.26)

X⊤X = Ip .

记 Q := X⊤∇ f (X),利用 (2.25)式和 Q⊤ −Q的反对称性,我们有

tr((Q −Q⊤)Q) ≥ 0. (2.27)

由 (2.27)式可得

0 ≤ tr((Q −Q⊤)Q) + tr((Q −Q⊤)Q) = tr(QQ −Q⊤Q) + tr(Q⊤(Q⊤ −Q))

= tr(QQ −Q⊤Q) + tr((Q⊤ −Q)Q⊤) = tr(QQ −Q⊤Q + Q⊤Q⊤ −QQ⊤)

= tr((Q −Q⊤)(Q −Q⊤)) = −tr((Q −Q⊤)⊤(Q −Q⊤)) ≤ 0,
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也就是 Q = Q⊤.

另一方面,如果 X⊤∇ f (X)是对称的,等式 tr(S⊤X⊤∇ f (X)) = 0对任意反对称

矩阵 S都成立. 因此, (2.25)式等价于 X⊤∇ f (X)的对称性.

由性质 K = (In − X X⊤)K 和 K 的任意性,我们很容易得知 (2.26)式和 (In −
X X⊤)∇ f (X) = 0的等价性. 由此引理得证. □

因此,我们得到了一阶稳定点条件与问题 KKT条件的等价性,即局部最优解
也是问题的一阶稳定点. 另一方面,在定理 2.3的证明中,我们可以很自然地得到
局部最优解 X∗所满足的 Lagrange乘子的表达式.

推论 2.1. 假设 X 是问题 (2.1)的一阶稳定点,此时正交约束的 Lagrange乘子满足

Λ = X⊤∇ f (X) = ∇ f (X)⊤X . (2.28)

注 2.2. 通常来讲,在一些基于 Lagrange函数的算法中,乘子的更新对于整个算法

的表现至关重要. 推论 2.1给了我们很好的启发, 有时候我们不需要迭代的进行

乘子更新,而是直接采用 (2.28)式给出的显式更新方式. 在第 5章中,我们采用这

种思想,设计了一种新算法.

最后,由欧式空间中的二阶最优性条件 (定理 1.3和 1.4),我们给出正交约束
优化问题 (2.1)所满足的二阶最优性条件.

定义 2.3 ([99, Lemma 2]). 若 X 是问题 (2.1)的一阶稳定点且满足

tr(Z⊤∇2 f (X)[Z ] − ΛZ⊤Z) ≥ 0, ∀ Z ∈ TXSn,p . (2.29)

其中 Λ由 (2.28)式定义,则我们称其为二阶稳定点.

性质 2.6 ([99, Lemma 2]). 若 X 是问题 (2.1)的一个局部极小值点,则其一定是二
阶稳定点. 若 X 是问题 (2.1)的一个严格局部极小值点,当且仅当 X 是一阶稳定

点并且满足

tr(Y⊤∇2 f (X)[Y ] − ΛY⊤Y) > 0, ∀ 0 , Y ∈ TXSn,p, (2.30)

其中 Λ由 (2.28)式定义.
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2.2.3 判断准则

至此,我们分别得到了 Stiefel流形优化问题 (2.2)和正交约束优化问题 (2.1)
的最优性条件. 在实际中,我们经常需要判断算法生成的迭代点列是否已经近似
满足问题的最优性条件. 因此,在本小节,我们比较不同最优性条件之间的区别.

首先,我们可以很容易验证欧式空间中的一阶最优性条件 (2.24)恰好等于文
献 [99, Lemma 1]中提到的一阶最优性条件,

∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X = 0;

X⊤X = Ip .

假设由算法生成的迭代点列满足可行性,也就是正交约束 X⊤X = Ip 始终成立,则
我们可以通过计算 

∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X




F

来判断迭代点列是否应该终止. 这恰好就是 (2.19)式定义的黎曼梯度范数

grad2 f (X)



F .

通过计算,我们发现

∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X


2
F

=


∇ f (X) − X X⊤∇ f (X)



2
F +



X⊤∇ f (X) − ∇ f (X)⊤X


2
F . (2.31)

此式中,第一项恰好是KKT条件 (2.24)中的次稳定性违反度,第二项正好是 (2.24)
中 Lagrange乘子 Λ的对称性违反度.

受到上述讨论的启发,对于算法生成的可行迭代点列,如果我们用 KKT条件
(2.24)来判断迭代点列是否满足最优性条件,则我们需要同时计算



∇ f (X) − X X⊤∇ f (X)


2
F

和


X⊤∇ f (X) − ∇ f (X)⊤X



2
F,也就是次稳定性和对称性的违反度. 针对这两项,我

们给予不同的权重组合,由此得到

∇ f (X) − X X⊤∇ f (X)


2
F + ρ2



X⊤∇ f (X) − ∇ f (X)⊤X


2
F ,

其中 ρ > 0.

另一方面,考虑黎曼梯度 (2.17)式,我们有

gradρ f (X)


2
F

=


(I − X X⊤)∇ f (X) + ρXskew(X⊤∇ f (X))



2
F

=


∇ f (X) − X X⊤∇ f (X)



2
F + ρ2



X⊤∇ f (X) − ∇ f (X)⊤X


2
F
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这恰好与 KKT条件 (2.24)特殊定义的判断准则完全相同. 由此我们建立了黎曼
梯度 gradρ f (X)和欧式空间一阶最优性条件 (2.24)的内在关系.

注 2.3. 我们考虑 Stiefel流形的黎曼梯度

gradρ f (X) = (I − X X⊤)∇ f (X) + ρ · Xskew(X⊤∇ f (X)).

由上述讨论可知, gradρ f (X) 中的第一项对应于欧式空间一阶最优性条件 (2.24)
中的次稳定性. 第二项对应于 (2.24)中的 Lagrange乘子对称性. 这两种最优性条

件的本质区别在于, Stiefel流形优化的一阶最优性条件在不同的黎曼度量下有不

同的权重组合, 而欧式空间的一阶最优性条件 (2.24)则更为本质, 不依赖于权重
的选取. 为了方便起见,在本文的实际计算中,我们采用 (2.31)式是否足够小作为
算法的终止准则.

2.3 算法综述

在本小节,我们简要介绍一些已有的正交约束优化问题 (2.1)的求解算法,其
中包括收缩类方法和不可行方法等.

2.3.1 收缩类方法

在 1.2.2小节,我们详细介绍了一般黎曼流形M 上的收缩类线搜索方法. 根
据算法 1, 我们需要做的就是在切空间 TXM 中选取合适的下降搜索方向 Dk , 以
及有效的收缩映射 RX . 根据不同的下降方向和算法框架,我们有诸如梯度类方法
[108–110]、共轭梯度法 [110, 111]、信赖域方法 [41, 112]、牛顿法 [111]和拟牛顿
法 [43, 113, 114]等收缩类算法. 特别地,如果我们取M 为 Stiefel流形,则这些方
法也可完全适用于问题 (2.2).

值得说明的是,上述这些方法都基于收缩映射 (定义 1.4),它定义了一种保持
正交性的更新准则,也就是说这些方法都是可行方法. 对于 Stiefel流形来说,收缩
映射 RX 的选取有很多种,大致上我们可以将其分为两类,测地线类 [33, 110, 111]
和投影类 [33, 42, 108], 相应的收缩类线搜索算法分别被称为测地线类方法和投
影类方法.

接下来我们分别具体介绍这两类方法. 给定点 X ∈ Sn,p, D ∈ TXSn,p 为
下降搜索方向. RX(tD) 表示收缩后的点, 其中 t 为搜索步长. 由定义 1.4 可知,
d
dtRX(tD)|t=0 = D.
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收缩类方法 

测地线类 投影类 

图 2.2收缩类方法: 测地线类和投影类

Figure 2.2 Retraction-based methods: geodesic-type and projection-type

2.3.1.1 测地线类

测地线类方法,顾名思义,就是沿着 Stiefel流形的测地线搜索合适的试探步.

文献 [111]的工作开辟了正交约束优化问题新的研究领域,他们详细刻画了
Stiefel流形的几何结构,并给出了测地线的具体表达形式. 由此,他们还提出了如
下的可行搜索轨迹,

Rgeoe
X (tD) = [X,Q] exp ©­«t


−X⊤D −R⊤

R 0

ª®¬


Ip

0

, (2.32)

其中QR = −(I − X X⊤)D表示矩阵 −(I − X X⊤)D的部分 QR分解2, exp(X)表示矩

阵指数函数3. 在上述更新轨迹中,我们观察到每一次搜索都需要计算一个 2p阶

的矩阵指数,这将会花费大量计算代价.

事实上,更新轨迹 (2.32)式是由欧式度量推导得到的. 文献 [110]根据 Canon-
ical度量,提出了另一类测地线更新公式,

Rgeoc
X (tD) = exp(−t A)X, (2.33)

其中 A ∈ Rn×n 是反对称矩阵. 在 [110]中, A取为 ∇ f (X)X⊤ − X∇ f (X)⊤ (事实上,
就是性质 2.5中的 A2),此时真正的搜索方向 D = −grad2 f (X) = −A2X . 这里每一
次更新都需要计算一个 n阶矩阵指数,当 p ≥ n/2时,迭代公式 (2.33)的矩阵指数
计算量要少于公式 (2.32).

由更新公式 (2.32)和 (2.33)可知，计算测地线需要涉及矩阵指数运算,这会
2列满秩矩阵 X ∈ Rn×p 的部分 QR分解表示为 X = QR,其中 Q ∈ Rn×p 正交并且 R ∈ Rp×p 是具有正对

角元的上三角矩阵.
3矩阵指数的定义请参考 [58, Subsection 9.3].
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带来计算上的困难. 文献 [109]基于 Cayley变换4提出了一种拟测地线更新公式,

Rqgeo
X (tD) =

(
I +

t
2

A
)−1 (

I − t
2

A
)

X, (2.34)

其中 A ∈ Rn×n是反对称矩阵, A若取为∇ f (X)X⊤−X∇ f (X)⊤,则D = −grad2 f (X) =

−A2X . 在实际计算中,拟测地线公式每一步迭代的运算量是求解一个 n阶线性方

程组.

文献 [99]提出了一个保持约束可行的有效方法. 基于工作 [115],他们将求解
偏微分方程组的 Crank-Nicholson技术推广到了矩阵变量,提出了一类曲线搜索方
法. 事实上, Crank-Nicholson技术在矩阵计算中恰好对应于 Cayley变换,因此他们
提出了一种与 Cayley变换更新公式 (2.34)完全等价的曲线搜索策略,

Rwy
X (tD) = X − tU

(
I2p +

t
2

V⊤U
)−1

V⊤X, (2.35)

其中 U = [PXD, X], V = [X,−PXD], PX = (In − 1
2

X X⊤). 在迭代更新中, 此公式
每步需求解一个 2p阶线性方程组,而不是原 Cayley变换 (2.34)式中的 n阶线性

方程组. 当 p ≤ n/2时, 其计算量得到了大幅降低. 另一方面, 通过结合 Barzilai-
Borwein5非单调线搜索策略 [116],更新公式 (2.35)在实际数值计算中表现更加优
异,并且已经实际应用于多个领域,例如电子结构计算 [49].

2.3.1.2 投影类

投影类方法主要包含两个步骤, 先在切空间进行线搜索, 接着 “投影6” 回
Stiefel 流形. 矩阵的正交化过程, 包括奇异值分解、QR 分解和极分解 (polar de-
composition),都可以用来计算 Rn×p 中的点到 Stiefel流形的 “投影”.

在定义 2.1中, 我们可以得到任意点到闭凸集的投影. 尽管 Stiefel流形是非
凸的,我们仍然可以定义其正交投影如下.

性质 2.7 ([117, Theorem 1]). 给定任意的满秩矩阵 Y ∈ Rn×p,其在 Stiefel流形上的

正交投影为

PSn,p (Y) = argmin
X∈Sn,p

∥Y − X ∥F = UV⊤ = Y(Y⊤Y)−1/2,

这里 Y 的奇异值分解为 Y = UΣV⊤,其中 U ∈ Rn×p 为正交矩阵, Σ ∈ Rp×p 是对角

阵, V ∈ Rp×p. C1/2表示对称正定矩阵 C ∈ Rp×p 的平方根7.
4假设 S ∈ Rn×n 是反对称矩阵,即 S⊤ = −S,则 I − S可逆并且 (I − S)−1(I + S)正交, (I − S)−1(I + S)称为

矩阵 S的 Cayley变换.
5参见 1.1.3小节.
6这里的投影只是一种形象的描述,并不仅仅指正交投影 PSn,p .
7矩阵平方根的定义请参考 [58, Subsection 4.2.4].
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利用性质 2.7,我们可以将凸约束优化问题中的梯度投影方法 [3]应用到正交
约束优化问题 (2.1)中. 由此得到的迭代更新公式如下,

Rpg
X (tD) = PSn,p (X − t∇ f (X)). (2.36)

我们注意到,这里的搜索方向是 −∇ f (X). 事实上,通过计算我们发现

d
dtPSn,p (X − t∇ f (X))|t=0 = −grad f (X),

因此,这里 D = −grad f (X).

文献 [108]提出了 Stiefel流形上的标准投影方法,

Rpj
X(tD) = PSn,p (X − tD). (2.37)

这里 D ∈ TXSn,p,此公式等价于计算矩阵 X − tD的奇异值分解.

基于 QR分解和极分解,文献 [33]提出了两种投影类收缩方法,具体如下

Rqr
X (tD) = qr(X − tD), (2.38)

Rpd
X (tD) = (X − tD)(Ip + t2D⊤D)−1/2. (2.39)

其中 qr(X)表示矩阵 X 的部分 QR分解的 Q矩阵. 事实上,极分解投影方法 (2.39)
本质上等价于奇异值分解,也就和标准投影方法 (2.37)完全等价. 两者的区别在
于极分解的计算量要小于直接对 X − tD做奇异值分解.

在本文第 3章中, 我们提出了一个新的乘子校正算法框架, 其中包含梯度投
影法和梯度反射法. 一般来讲, 我们的新算法框架并不属于收缩类方法, 因此我
们称其为非收缩类方法. 但是特别地, 若当前点 X 满足对称性条件 X⊤∇ f (X) =

∇ f (X)⊤X ,则此时我们定义的梯度投影步 (3.20)等价于收缩算子 Rpg
X . 梯度反射步

V = Xk − t∇ f (Xk), 取定 t ∈ (0, ρ−1);
YGR(t; X) = X̄GR = (−In + 2V(V⊤V)†V⊤)Xk .

恰好满足收缩映射的定义, 其中 d
dtYGR(t; X)|t=0 = −2grad0 f (X). 因此, 在本文中,

我们也定义了一类只在特殊条件下成立的收缩方法.

文献 [106]推广了 [99]的想法,通过在可行点 X ∈ Sn,p 处对全空间进行子空
间分解,定义搜索轨迹为

Yjd(t; X) = XR(t) + W N(t), (2.40)
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其中 XR(t)在 X 的值空间, W N(t)在 X⊤的零空间. [106]的主要思想是寻找合适
的 R(t)和 N(t),使得轨迹 Yjd(t; X)始终保持可行性. 也就是对于任意的 t > 0,都
有 Yjd(t; X) ∈ Sn,p. 他们根据不定系数法提出了一大类收缩的算法框架,并且上述
的某些测地线类和投影类的方法都可以看做是他们算法框架的特例, 例如 Rgeoe

X ,
Rwy

X , Rpg
X , R

pj
X , R

qr
X 以及 R

pd
X . 结合 BB方法,他们具体提出了一种自适应可行的类

BB方法, 
W = −(In − X X⊤)D,

J(t) = Ip + t2

4
WW⊤ + g(t)X⊤D,

R jd
X(tD) = (2X + tW)J(t)−1 − X .

其中 D ∈ TXSn,p 是任意给定的切空间方向, g(t)是任意满足 g(0) = 0, g′(0) = 1/2

的函数. 值得说明,满足这个更新公式的方法仍是收缩类方法.

注 2.4. 当 p = 1时,正交约束退化为球约束,此时投影类方法与测地线类方法有

相同的迭代轨迹. 我们可以很容易验证上述更新公式都是收缩映射,由此上述方

法都可以归类为收缩类方法. 在实际中,测地线类和投影类方法,都需要结合具体

的线搜索策略, 在测地线或切空间上进行搜索, 例如 Armijo 非精确线搜索 (定义

1.6)或者非单调线搜索 [116]. 线搜索策略用来保证算法的全局收敛性,但与此同

时也会增加额外的函数值,梯度值估计,从而增加计算代价.

在本文的第 3章中, 我们将提出一个新的可行算法框架, 新方法显著的减少
了每步迭代所需的计算量, 并且不需要进行线搜索. 值得说明的是, 我们的新可
行算法框架并不属于收缩类方法,由此我们构建了一个新的非收缩类方法研究领
域.

2.3.2 不可行方法

在上一小节中, 我们主要介绍了一大类可行方法, 其每步迭代至少都需要进
行一次矩阵分解,或者线性方程组求解,或者矩阵指数计算. 一方面,这些操作将
会带来巨大的计算开销,尤其是再考虑线搜索算法,计算量更会显著增加. 另一方
面,上面提到的这些线性代数计算都很难并行实现,这对于大规模问题而言,将会
成为计算高效性的主要瓶颈. 因此,综合上面的考虑,一些学者开始研究正交约束
优化问题的不可行方法.

文献 [49]针对迹极小化问题 (2.3),提出了如下的 Courant罚函数模型 [118],

min
X∈Rn×p

1

2
tr(X⊤AX) +

µ

4
∥X⊤X − I ∥2F . (2.41)
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其中 µ > 0是罚参数. 在适当选取 µ的条件下,他们证明了上述无约束优化问题
等价于最初的迹极小化问题 (2.3). 结合 BB非单调线搜索技术,他们提出了针对
无约束优化问题 (2.41)的梯度方法 (类似于 1.1.3小节的讨论),其具体更新形式
为

Xk+1 = Xk − αk(AX + µX(X⊤X − I)).

由于整个迭代过程最主要的计算量只涉及矩阵的乘法运算,因此文献 [49]采用并
行编程模型 OpenMP对算法进行并行化处理. 由此得到的算法在特征值问题的测
试中,表现优异并且具有良好的可扩展性.

文献 [119]基于 [120]中提出的无约束优化模型,考虑了更一般的无约束 β次

优化模型,
min

X∈Rn×p
θ

β



X⊤X


 β

2

F +
1

2
tr(X⊤(A − µI)X).

其中 β > 2, θ > 0, µ ∈ R表示平移参数. 特别地,当 β = 4, θ = 1时,上述问题与模
型 (2.41)等价. 采用和 [49]类似的方法,文献 [119]的数值结果验证了其模型的有
效性.

文献 [121]将如下的对称低秩乘积模型

min
X∈Rn×p

1

2



X X⊤ − A


2
F ,

用于求解迹极小化问题 (2.3). 将上述问题看成是最小二乘模型,他们提出了一个
高效的 Gauss-Newton算法. 大量的数值实验表明,该算法的表现优于已有的一些
Krylov子空间方法 [122, 123].

上述这些方法都只能应用于特征值问题的求解. 最近,针对一般的正交约束
优化问题 (2.1), 文献 [117] 利用时下研究非常活跃的交替方向乘子法 (ADMM)
[51] 和分裂的 Bregman 迭代 [124], 通过引入辅助变量将目标函数与正交约束分
离,得到了如下的优化问题,

min
X,Y ∈Rn×p

f (X)

s. t. X = Y,

Y⊤Y = Ip .

同时, [117]还提出了求解上述问题的 Bregman迭代方法. 关于该算法的数值表现,
我们将会在第 5章中详细讨论.

文献 [125]利用临近点交替极小化策略 [126]以及增广 Lagrange方法, 针对
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如下非光滑迹极小化问题,

min
X∈Rn×p

g(X) + µ · tr(X⊤HX)

s. t. X⊤M X = Ip,

提出了一类有效的不可行方法. 其中 H ∈ SRn×n,矩阵 M ≻ 0,并且 g(X)是非光滑

凸函数 (例如 ℓ1正则化).

文献 [76]将 [125]的结果推广到更一般的非凸非光滑正交约束优化问题,

min
X,Y ∈Rn×p

f (X) + g(Y) + h(X,Y)

s. t. AX + BY = C,

X⊤M X = Ip .

其中 A, B ∈ Rm×n且 B满秩,矩阵 M ⪰ 0, f 和 g是下半连续的真凸函数, h是连续

函数.

据我们所知,目前还没有能够高效求解一般的正交约束优化问题的不可行方
法. 在本文的第 5章中,针对一般的正交约束优化问题,我们将会引入一个新的不
可行算法框架. 除此之外,新方法还可以采用高效的并行计算,这将极大的拓展新
算法求解问题的规模和能力.

2.3.3 其它算法及软件包

近两年来, 在收缩类方法框架下, 研究者还提出了一些有效的改进牛顿方法
[24, 127]. 这些方法即利用了牛顿法在局部的二次收敛速度, 又结合了一些全局
化的修正技术,确保了算法的全局收敛性. 最近,文献 [128]将采用随机扩散的全
局优化技术应用到正交约束优化问题中,提出了正交约束优化问题的全局优化算
法.

文献 [30]将工作 [106]推广到如下带有正交约束的经验风险最小化问题:

min
X∈Rn×p

f (X) := 1
m

∑m
i=1 fi(X)

s. t. X⊤X = Ip .

其中,他们提出了一种不需要引入额外流形计算的一般流形上的随机方差下降梯
度方法. 大量的数值实验表明,针对主成分分析问题和矩阵完整化问题,该算法十
分有效.

目前, 被研究人员所广泛使用的矩阵流形优化软件包是 Manopt8 [129], 这是
一个 Matlab 语言的软件包, 整合了时下最新的黎曼流形优化算法. 常用微分几

8https://www.manopt.org
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何的运算都内嵌在软件包中,这使得整个算法包更便于研究者以及低门槛用户使
用. 另一个比较高效的软件包 OptM9基于文献 [99]开发,它是针对一般的正交约
束优化问题的 Matlab 语言软件包. 该软件包调用简单并且在大部分正交约束优
化问题中表现稳定且高效. ARNT10 是文献 [24]基于二阶优化方法所开发的黎曼
流形优化求解器, 它具有较快的局部收敛速度, 并且在大量的测试问题中表现优
异. ROPTLIB11 [130]是一个 C++语言的黎曼流形优化库,内部包含了许多已有的
黎曼流形算法. 除此之外, ROPTLIB库还可以分别在 Matlab和 Julia环境下独立
运行,其效率要优于仅在Matlab和 Julia中运行的代码.

最后,我们将一些常用的正交约束优化求解器总结在表 2.1中.

名称 编程语言 简要描述 参考文献

unit_opt MATLAB 酉矩阵约束优化求解器12 [110, 110]
GenRTR MATLAB 黎曼信赖域优化算法包13 [41, 131]
OptM MATLAB 正交约束优化求解器9 [99]
Manopt MATLAB 矩阵流形优化工具箱8 [129]
ROPTLIB C++ 黎曼流形优化库11 [130]
ARNT MATLAB 黎曼流形二阶优化求解器10 [24]
McTorch Python 深度学习 (PyTorch)黎曼优化库14 [132]

表 2.1正交约束优化求解器

Table 2.1 Solvers for optimization with orthogonality constraints

2.4 小结

在本章中, 我们详细介绍了正交约束优化问题的应用背景. 接着, 我们分别
从 Stiefel流形优化和欧式空间约束优化两个不同角度,推导了问题的最优性条件.
其中通过分析一大类黎曼度量下的黎曼梯度,我们得到了 Stiefel流形优化和欧式
空间约束优化的一阶最优性条件的对应关系. 除此之外,我们还得到在任意一阶
稳定点处,正交约束优化问题的 Lagrange乘子具有显式表达式. 最后,我们详细介
绍了已有的正交约束优化算法.

9https://github.com/wenstone/OptM
10https://github.com/wenstone/ARNT
11https://www.math.fsu.edu/~whuang2/Indices/index_ROPTLIB.html
12http://legacy.spa.aalto.fi/sig-legacy/unitary_optimization/index.html
13https://www.math.fsu.edu/~cbaker/GenRTR/
14https://github.com/mctorch/mctorch
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第 3章 乘子校正算法

在本章中,我们考虑一大类具有广泛应用的正交约束优化问题. 针对这类问
题,我们提出了新的非收缩类算法框架,其主要包含两个步骤,分别是函数值下降
步和乘子校正步. 不同于第 2章中介绍的已有方法,在我们的算法框架中,函数值
下降步沿标准的欧式负梯度下降方向进行搜索,而不是 Stiefel流形切空间的方向.
另一方面,我们构造的乘子校正步进一步使函数值下降,同时保证了乘子,也就是
对偶变量的对称性. 基于此算法框架,我们提出了两大类算法. 第一类是梯度下降
方法,其中包括梯度反射法 (GR)和梯度投影法 (GP).第二类采用以列为块的块坐
标下降方法 (CBCD),同时我们也提出了一个新的方法用于非精确求解对应的块
坐标下降子问题. 我们证明了常数步长的梯度反射法和梯度投影法,还有块坐标
下降法都包含在我们的算法框架中,进而证明了由算法生成的相应迭代点列的聚
点都是一阶稳定点. 数值实验表明我们的算法框架具有很大的潜力.

3.1 引言

在本章中,我们考虑如下的带有正交约束的矩阵变量优化问题,

min
X∈Rn×p

f (X) := h(X) + tr(G⊤X)

s. t. X⊤X = Ip,
(3.1)

其中 Ip 表示 p阶单位矩阵, p < n,目标函数 f : Rn×p −→ R,满足如下假设.

假设 3.1. 1. f 二次可微. 我们定义 ρ为

ρ := sup
X∈S̃



∇2 f (X)



2
,

这里 S̃ := {Y | | |Y | |2F < p + 1}1.

2. f (X) = h(X) + tr(G⊤X), 其中 G ∈ Rn×p, h(X) 满足正交不变性, 也就

是, h(XQ) = h(X) 对任意 Q ∈ Sp,p 都成立, 并且有 ∇h(X) = H(X)X , 这里 H :

Rn×p −→ SRn×n是一个矩阵映射.

在实际中, ρ的值经常不可知并且难以估计. 在本章中,我们将会给出几种估
计方法.

1事实上, S̃可以为包含 Sn,p = {Y ∈ Rn×p | Y⊤Y = Ip }的任意给定有界开集.
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注 3.1. 若 ρ = 0, 目标函数 f (X)退化为线性函数 tr(G⊤X). 在这种情况下, 问题

(3.1) 本质上等价于正交投影 PSn,p (−G) = argminX∈Sn,p ∥−G − X ∥F. 由性质 2.7

可知,问题 (3.1)的解可显式表达为 X = −UV⊤,这里 UΣV⊤ 是 G 的奇异值分解.

在本章中,我们不讨论这种特殊情况.

事实上,在我们新提出的算法框架中,只需要假设 3.1就可完全得到算法的全
局收敛性. 因此,在本章中我们不考虑如何弱化这个充分条件. 另一方面,由于我
们假设了问题的结构,即目标函数 f (X)所满足的性质,很自然地我们要问: 这个
假设的适用性是否广泛. 实际上,在许多重要的实际问题中,假设 3.1都成立. 这
里我们给出两个例子予以说明.

例 3.1.

f (X) :=
1

2
tr(X⊤AX) + tr(G⊤X),

其中 A ∈ SRn×n. 在这个例子中,我们有

∇ f (X) = AX + G, H(X) = A.

我们注意到如果例 3.1中的目标函数取 G = 0,相应的正交约束优化问题将
会退化为 Rayleigh-Ritz极小化问题,而其恰好是特征值问题的优化模型 (2.3). 然
而当 G , 0,问题将变得难以求解,甚至于当 A正定的时候亦是如此. 实际上,例
3.1也是信赖域方法用于求解正交约束优化问题的关键子问题 (参见 [71]).

例 3.2.

f (X) :=
1

2
tr(X⊤AX) +

1

2

m∑
i=1

qi(z),

其中 z = diag(X X⊤), qi : R
n → R (i = 1, · · · ,m)并且 A ∈ SRn×n. 在这个例子中,

我们有

∇ f (X) =

(
A +

m∑
i=1

Diag(∇qi(z))

)
X .

此时,对应于问题 (3.1)的线性项系数 G = 0.

事实上, 例 3.2 可以看成是 Kohn-Sham 总能量极小化问题 (2.5) 的一个简化
特例.

3.2 乘子校正算法

在本节中,我们提出正交约束优化问题的一阶算法框架. 其中包含函数值下
降步以及乘子校正步.
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3.2.1 最优性条件

根据 2.2小节的讨论,首先我们回顾问题 (3.1)的一阶最优性条件 (定理 2.3)
如下, 

(In − X X⊤)∇ f (X) = 0; (次稳定性)

X⊤∇ f (X) = ∇ f (X)⊤X; (对称性)

X⊤X = Ip . (可行性)

(3.2)

由定理 2.2和 (2.31)式可知,当 X ∈ Sn,p,即 X⊤X = Ip 时,上述一阶最优性条件等
价于

0 =


grad2 f (X)



2
F =



∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X


2
F

=


∇ f (X) − X X⊤∇ f (X)



2
F +



X⊤∇ f (X) − ∇ f (X)⊤X


2
F . (3.3)

上式右端第一项恰好为一阶最优性条件 (3.2) 中次稳定性的违反度, 也可看
做是 ∇ f (X)在 X 的零空间的投影. 另一方面,由推论 2.1可知,第二项为 Lagrange
乘子对称性的违反度. 一般来讲,我们可以设计下降算法,使得迭代点列的每一步
都满足正交性,并且使得 (3.3)式的右端第一项逐渐趋于 0. 在此基础上,算法设计
的难点就变成了如何使得新迭代点可行并且第二项也逐渐消失或者始终为 0.

3.2.2 校正步和算法框架

受到关系式 (3.3)的启发,为了使得 ∇ f (X)在 X 的零空间的投影等于 0,我们
可以采用如下的两个步骤. 首先,从当前点开始,选取一个可行试探点使得函数值
以投影梯度范数的量级下降. 接着以此试探点为基,搜索使得对称性成立并不使
函数增加的点为下一个迭代点. 重复此过程直至收敛. 在这两个步骤中,我们希望
可行性始终能够得到满足. 由此,我们提出了如下的算法框架.

假设当前迭代点为 Xk ,在第一步中,我们找到一个中间点 X̄ ∈ Sn,p 使得如下
的函数值充分下降条件满足,

f (Xk) − f (X̄) ≥ C1 ·



(In − XkXk⊤)∇ f (Xk)




2
F
, (3.4)

其中 C1 > 0是一个正常数. 不等式 (3.4)的右边度量了在点 Xk 处,一阶最优性条
件 (3.2)次稳定性的违反度.

尽管中间点 X̄ ∈ Sn,p 满足不等式 (3.4),但它并不满足 (3.2)式中的乘子对称
性. 在第二部分,我们考虑构造如下校正步使得对称性得以满足并且不增加函数
值.
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由假设 3.1,我们有

X̄⊤∇ f (X̄) = X̄⊤H(X̄)X̄ + X̄⊤G. (3.5)

其中 X̄⊤H(X̄)X̄ 是对称的. 因此,当 X̄⊤G对称时,下一步迭代 Xk+1我们可以取 X̄ .
否则,我们需要使得迭代点 Xk+1 满足对称性条件 Xk+1⊤G = G⊤Xk+1. 在这种情
况下,为实现对称性,我们使用旋转校正,也就是 Xk+1 = −X̄UT⊤,这里正交矩阵
U 和 T 来自于 p阶矩阵

X̄⊤G = UΛT⊤ (3.6)

的奇异值分解.

事实上我们发现,这样一个校正步实际上是去寻找一个 p阶矩阵Q使得目标

函数 f (X̄Q)极小化,即
min

Q∈Sp,p
f (X̄Q),

并且令 Xk+1 = X̄Q∗. 由假设 3.1,上述问题等价于

min
Q∈Sp,p

tr((X̄Q)⊤G).

根据注 3.1 的讨论, 我们可以很容易得到上述问题的全局极小值点 Q∗ = −UT⊤.
因此,我们取下一步迭代为

Xk+1 =


X̄, 当 X̄⊤G = G⊤ X̄;

−X̄UT⊤, 否则.
(3.7)

值得说明的是这个校正步使得矩阵 Xk+1⊤G 的所有特征值为负. 当 X̄⊤G 的所有

特征值为负时,我们无需进行校正.

对于这样的校正步 Xk+1,我们有如下性质.

引理 3.1. 假设 X̄ ∈ Sn,p. Xk+1由 (3.7)式计算得到,这里 U 和 T 由校正步 (3.6)式
决定. 则我们有 Xk+1 ∈ Sn,p 并且 Xk+1⊤∇ f (Xk+1)满足对称性. 进一步,我们有

8θ
(
f (X̄) − f (Xk+1)

)
≥



X̄⊤∇ f (X̄) − ∇ f (X̄)⊤ X̄


2
F , (3.8)

其中

θ := | |G | |2. (3.9)
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证明. 首先, Xk+1 的正交性和 Xk+1⊤∇ f (Xk+1)的对称性都都可由公式 (3.7)直接
推出. 接下来,我们证明不等式 (3.8). 如果 θ = 0,这也就意味着 ∇ f (X) = H(X)X ,
由此 X̄⊤∇ f (X̄)对称,故 (3.8)式成立.

若 θ , 0. 一方面,根据假设 3.1,我们有

f (X̄) − f (Xk+1) = h(X̄) + tr(G⊤ X̄) − h(Xk+1) − tr(G⊤Xk+1)

= tr(G⊤ X̄ − G⊤Xk+1)

= tr(UΛT⊤ + Λ) = tr(B + Λ), (3.10)

其中 B = (ΛT⊤U + U⊤TΛ)/2. 另一方面,

X̄⊤∇ f (X̄) − ∇ f (X̄)⊤ X̄


2
F =



X̄⊤G − G⊤ X̄


2
F

=


UΛT⊤ − TΛU⊤



2
F = 2tr(Λ2) − 2tr(ΛT⊤UΛT⊤U)

= 4tr(Λ2 − B2), (3.11)

其中最后一个等式利用了

tr(B2) =
1

2
tr(Λ2) +

1

2
tr(ΛT⊤UΛT⊤U).

进一步,我们有

tr(Λ2 − B2) ≤
p∑

i=1

(Λ2
ii − B⊤i Bi) ≤

p∑
i=1

(Λ2
ii − B2

ii) =

p∑
i=1

(Λii − Bii)(Λii + Bii)

≤
p∑

i=1

2Λii(Λii + Bii) ≤ 2| |Λ| |2 ·
p∑

i=1

(Λii + Bii) = 2| |Λ| |2 · tr(Λ + B)

≤ 2| |G | |2 · tr(Λ + B) = 2θ · tr(Λ + B). (3.12)

这里,第三个不等式利用了性质

|Bii | = Λii · |T⊤i Ui | ≤ Λii .

结合 (3.10)-(3.12)式,引理得证. □

综上所述,完整的乘子校正算法框架如下 (算法 3). 由于一阶最优性条件 (3.2)
的对称性和可行性在每一步成立,故我们取



c(X)



F ≤ ϵ 作为算法的终止准则,其

中

c(X) := (In − X X⊤)∇ f (X). (3.13)
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算法 3:正交约束优化问题的一阶算法框架

1 令终止误差 ϵ > 0;初始化: X0 ∈ Sn,p;令 k := 0

2 while | |c(Xk)| |F > ϵ do

3 基于 Xk ,寻找可行点 X̄ 满足函数值充分下降条件 (3.4);
4 基于 X̄ ,由乘子校正公式 (3.7)计算可行点 Xk+1;
5 令 k := k + 1.

6 返回 Xk .

3.3 从迭代点 Xk 到 X̄ 的算法

在上节, 我们提出了一个新的算法框架, 但是我们并没有具体给出满足函数
值充分下降条件 (3.4)的 X̄ 的取法. 在本节,我们提出两类具体的方法用以实现算
法 3中的第 3步. 前两小节,我们介绍第一类基于欧式空间的梯度下降法. 接着我
们引入第二类以列为块的块坐标下降法. 最后列出了我们的算法与已有算法的每
步计算量比较.

3.3.1 梯度类方法

在欧式空间使函数值下降的一个直观方法是取负梯度下降方向进行迭代. 在
本文的第 1章中,我们详细讨论了此类方法. 然而,在本章的问题中,由欧式梯度
下降步得到的试探点并不满足正交约束. 因此,在本节我们考虑两种不同的方法,
使得试探步可以被 “拉回”到 Stiefel流形上. 与此同时,我们证明了每一种方法都
满足算法 3中第 3步的条件.

两种方法都是基于如下的观察.

引理 3.2. 对任意的 Y ∈ BX,τ := B(X − τ∇ f (X), τ | |∇ f (X)| |F),其中 τ ∈ (0, ρ−1),下
式成立,

f (X) − f (Y) ≥ 1 − ρτ
2τ

· | |X − Y | |2F . (3.14)

证明. 对任意的 Y ∈ BX,τ ,我们有⟨
Y − X,Y − X + 2τ∇ f (X)

⟩
≤ 0,
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由此得到

f (Y) ≤ f (X) +
⟨
Y − X,∇ f (X)

⟩
+
ρ

2
| |Y − X | |2F

= f (X) +
1

2τ
·
⟨
Y − X,Y − X + 2τ∇ f (X)

⟩
− τ

−1 − ρ
2

· | |Y − X | |2F

≤ f (X) − τ
−1 − ρ
2

· | |Y − X | |2F .

因此,引理得证. □

为了更直观的展示可行域, 当前迭代点, 梯度步和辅助球的关系, 我们作图
3.1 如下. 引理 3.2 告诉我们, 在辅助球 BX,τ 内的任意一点都满足函数值的下降

2.3 Gradient Type Method

An intuitive idea to reduce the function value in the Euclidean space is to take the gradient descent direction. Unfor-
tunately, a gradient step must violate the orthogonal constraint. Therefore, in this section we discuss two strategies to
pull the gradient step back to the Stiefel manifold.

Both of the two strategies are based on the following observation.

Lemma 2.4. Suppose Assumption 1.1 holds. For any Y ∈ BX := B(X − τ∇f(X), τ ||∇f(X)||F), where τ ∈
(0, ρ−1), it holds that

f(X)− f(Y ) ≥ 1− ρτ
2τ

· ||X − Y ||2F. (18)

Proof. For any Y ∈ BX , we can derive

〈Y −X,Y −X + 2τ∇f(X)〉 ≤ 0,

which implies

f(Y ) ≤ f(X) + 〈Y −X,∇f(X)〉+
ρ

2
||Y −X||2F

= f(X) +
1

2τ
· 〈Y −X,Y −X + 2τ∇f(X)〉 − τ−1 − ρ

2
· ||Y −X||2F

≤ f(X)− τ−1 − ρ
2

· ||Y −X||2F.

This completes the proof.

We illustrate the relationship among the feasible region, current iterate, gradient step and the auxiliary ball BX by
the following figure which shows the special case n = 2, p = 1.

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0

BX,τ

2.3.1 Gradient Reflection

The first possibly feasible trial step can take the point which is the farthest away from the current iterate Xk in the
intersection of the Stiefel manifold and the auxiliary ball. This point can actually calculated by the Householder

9

S2,1 

.
.

.
.

X − τ∇f(X)

− τ∇f(X)

X  

图 3.1梯度类方法

Figure 3.1 Gradient type method

性 (3.14). 同时,我们又要求新的迭代点满足正交性,即迭代点在球面 S2,1 上. 因
此,我们可以很自然从 BX,τ 与球面 S2,1相交的区域选取下一步的迭代点. 考虑到
计算的有效性, 我们采用图中所示的两类方法, 并将其推广到一般的 Stiefel流形
Sn,p.

3.3.1.1 梯度反射法

可行试探点的第一种可能选择是当前迭代点 Xk 沿 Xk − τ∇ f (Xk)的零空间

反射,事实上,这个点可以通过 Householder变换计算得到.

GR:


V = Xk − τ∇ f (Xk), 取定 τ ∈ (0, ρ−1);
X̄GR = (−In + 2V(V⊤V)†V⊤)Xk .

(3.15)
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从示意图 3.1我们可以观察到, X̄GR是 X 的镜面反射点,如果在算法 3的步 3采用
(3.15)式得到 X̄ := X̄GR,那么我们称此算法为梯度反射法 (Gradient Reflection,简
称为 GR).

接下来我们证明由 (3.15)式定义的中间点 X̄GR是可行点,并且满足函数值的
充分下降条件 (3.4).

引理 3.3. 令 Xk ∈ Sn,p 且 X̄GR由 (3.15)式定义. 则 X̄GR ∈ Sn,p 并且我们有

f (Xk) − f (X̄GR) ≥
2(τ−1 − ρ)

(τ−1 + ρ+ θ)2
·



(In − XkXk⊤)∇ f (Xk)




2
F

(3.16)

成立. 其中 τ ∈ (0, ρ−1), ρ和 θ 分别由假设 3.1和等式 (3.9)得到.

证明. 为了简便起见,在证明中我们省略上标 k,并用 X 表示 Xk . 首先,通过计算,
我们有

X̄⊤GR X̄GR = X⊤
(
−In + 2V(V⊤V)†V⊤

)⊤ (
−In + 2V(V⊤V)†V⊤

)
X = Ip,

即 X̄GR ∈ Sn,p.

令 RSQ⊤ 表示矩阵 V 的奇异值分解. 当 S = 0时,我们有 X = τ∇ f (X),由此
推出 (In − X X⊤)∇ f (X) = 0并且不等式 (3.16)成立. 接下来,我们考虑 S , 0的情

况. 根据 V 的分解我们有

| | X̄GR − X | |F = 2


(In − V(V⊤V)†V⊤

)
X



F

= 2


(In − RR⊤)X




F = 2

√
p − ||R⊤X | |2F = 2



(In − X X⊤)R



F

≥ 2


(In − X X⊤)VQS†




F ≥ 2



(In − X X⊤)VQ



F · λ

+
min(S

†)

= 2


(In − X X⊤)V




F /| |S | |2 = 2τ



c(X)



F /| |V | |2

≥ 2

τ−1 + ρ+ θ



c(X)



F , (3.17)

其中 λ+min 表示最小的正特征值, c(X)由 (3.13)式定义. 根据 RS = VQ,对于任意
的 j 满足 Sj j = 0,我们有 VQ 的第 j 列的所有元素都为 0,故第二个不等式成立.
(3.17)的最后一个不等式由

| |∇ f (X)| |2 ≤ ||H(X)X | |2 + | |G | |2 ≤ ρ+ θ, (3.18)

| |V | |2 ≤ ||X | |2 + τ | |∇ f (X)| |2 ≤ 1 + τ(ρ+ θ)

得到. 令 Y = X̄GR,并将不等式 (3.17)代入引理 3.2的 (3.14)式中,我们得到

f (X) − f (X̄GR) ≥
4

(τ−1 + ρ+ θ)2
· τ
−1 − ρ
2

· | |(In − X X⊤)∇ f (X)| |2F

=
2(τ−1 − ρ)

(τ−1 + ρ+ θ)2
· | |(In − X X⊤)∇ f (X)| |2F, (3.19)
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由此引理得证. □

3.3.1.2 梯度投影法

观察示意图 3.1可知,另一个可能的可行试探点是 Xk − τ∇ f (Xk)在 Stiefel流
形上的投影点,也就是

GP:


V = Xk − τ∇ f (Xk), 取定 τ ∈ (0, ρ−1);

X̄GP = PSn,p (V).
(3.20)

其中投影算子 PSn,p 由性质 2.7 可得. 如果在算法 3 的步骤 3 选用 (3.20) 得到
X̄ := X̄GP,那么我们称此算法为梯度投影法 (Gradient Projection,简称为 GP).同样
的,我们可以证明 X̄GP满足可行性以及函数值的充分下降性.

引理 3.4. 令 Xk ∈ Sn,p 且 X̄GP由 (3.20)定义. 则 X̄GP ∈ Sn,p 并且我们有

f (Xk) − f (X̄GP) ≥
τ−1 − ρ

2(τ−1 + ρ+ θ)2
·



(In − XkXk⊤)∇ f (Xk)




2
F
, (3.21)

成立. 其中 τ ∈ (0, ρ−1), ρ和 θ 分别由假设 3.1和 (3.9)式得到.

证明. 第一部分的证明由引理 3.3同理可得. 接下来,我们证明 (3.21).

利用奇异值分解 V = RSQ⊤和 (3.17)的第二个等式,我们得到

| | X̄GP − Xk | |2F −
1

4
| | X̄GR − X | |2F = | |RQ⊤ − Xk | |2F − ||(In − RR⊤)Xk | |2F

= tr(Ip) − 2tr(QR⊤Xk) + tr(Ip) − tr(Ip) + 2tr(Xk⊤RR⊤Xk) − ||R⊤Xk | |2F
= p − 2tr(QR⊤Xk) + | |R⊤Xk | |2F = | |Q⊤ − R⊤Xk | |2F ≥ 0,

由此推出

| | X̄GP − Xk | |F ≥
1

2
| | X̄GR − Xk | |F ≥

1

τ−1 + ρ+ θ
| |c(X)| |F.

进一步, 利用证明 (3.19) 式同样的思路, 我们可以得到 (3.21) 式. 由此引理得证.
□

3.3.2 以列为块的块坐标下降方法

作为另一类常用的一阶方法,在第 1章中,我们详细介绍了块坐标下降法. 对
于正交约束优化问题而言,自然的想法是划分变量的每一列为一块. 然而,在非凸
问题中,已有的结果并不能保证块变量相互耦合的块坐标下降法的收敛性. 因此,
我们值得去研究正交约束优化问题的以列为块的块坐标下降方法. 在本小节,我
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们考虑用块坐标下降法求解算法 3的第 3步,并给出有效求解子问题的方法. 除
此之外,我们还证明了新的块坐标下降法满足算法 3的条件.

利用算法 2中块坐标下降的思想,在原正交约束优化问题 (3.1)中,我们固定
变量 X 的 p − 1列,只留下第 i列作为未知变量,由此得到如下的块坐标下降子问
题

min
x∈Rn

fi,X(x)

s. t. | |x | |2 = 1,

X⊤
ī

x = 0,

(3.22)

其中 fi,X(x) := f (Xi,x), Xi,x 表示矩阵 X 的第 i 列是变量,其余列都固定, Xī 则表

示矩阵 [X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xp].

假设我们能够得到上述子问题的解或是找到一个可行点使得 fi,X(Xi) 满足

函数值的充分下降性, 则我们可以利用这个可行点以 Gauss-Seidel 列更新的方
式进行迭代. 具体来讲, 如果 X 是当前迭代点, 则试探点 X̄ 可由如下的块坐

标下降法计算得到. 这里, Xi,x+ 表示矩阵 X 的第 i 列替换为 x+, 即 Xi,x+ =

[X1, . . . , Xi−1, x+, Xi+1, . . . , Xp].

算法 4:以列为块的块坐标下降法 (CBCD)

1 令W0 = X , i := 1;
2 while i ≤ p do

3 令W i−1替换 X ,求解子问题 (3.22),得到可行点 x+,使其满足如下的
函数值充分下降条件和渐进小的步长保证

fi,W i−1(Xi) − fi,W i−1(x+) ≥ k1 | |Xi − x+ | |22, (3.23)

| |Xi − x+ | |2 ≥ k2



(In −W i−1W i−1⊤)∇ fi,W i−1(Xi)





2
; (3.24)

令W i = W i−1
i,x+

, i := i + 1;

4 返回 X̄ = W p.

注 3.2. 算法 4实际上提供了一个以列为块的块坐标下降循环算法,也就是列的更

新是以序列周期循环进行的 (i = 1, . . . , p). 同样的,我们可以实现注 1.2中提到的

贪婪,随机选取 (有放回的),随机排列 (无放回的)等块坐标下降法中经典的更新

方式. 然而,在数值实验一节,我们展示了这些策略并不能帮助提升序列循环块坐

标下降方法的数值表现. 因此,我们省略对这些不同策略的具体分析.
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在我们证明算法 4能够找到满足算法 3第 3步的 X̄ 之前,我们需要回答两个
问题: 第一,我们能不能以较低计算量得到一个解或是可行点满足函数值充分下
降条件和渐进小的步长保证 (3.23)-(3.24) ? 第二,算法 4是否提供了一个满足函
数充分下降条件 (3.4)的可行点? 接下来,我们分别回答这两个问题.

3.3.2.1 求解块坐标下降子问题

在本小节,我们讨论如何有效的得到子问题 (3.22)的一个可行试探点. 我们
注意到子问题 (3.22)的第二个约束限制了变量 x 只能在 Xī 的零空间里. 因此,我
们可以利用变量替换 x = (In − XīX⊤ī )x来减少约束.

首先,我们有 X⊤
ī

x = 0成立当且仅当 x = (In − XīX⊤ī )x. 因此,子问题 (3.22)
等价于如下问题

min
x∈Rn

fi,X((In − XīX⊤ī )x)

s. t.


(In − XīX⊤ī )x




2
= 1.

(3.25)

进一步,当问题 (3.25)限制在 Xī 的零空间里,我们有如下结论.

性质 3.1. 当 X⊤
ī

x = 0对任意 x ∈ D 都成立. 则限制在子空间 D 的问题 (3.22)和
如下的球约束问题等价.

min
x∈Rn

qi(x) := fi,X((In − XīX⊤ī )x)

s. t. | |x | |2 = 1,

x ∈ D .

(3.26)

证明. 对于任意的 x ∈ D,我们有 x = (In − XīX⊤ī )x. 故问题 (3.26)和限制在子空
间 D 的问题 (3.22)等价. 利用问题 (3.25)和 (3.22)的等价性,性质成立. □

性质 3.1告诉我们, 如果可以找到一个合适的子空间 D, 则我们可以通过求
解问题 (3.26),得到一个子问题 (3.22)的满足函数值充分下降条件的可行点.

我们注意到 Xi 和 ∇qi(Xi) = (In − XīX⊤ī )∇ fi,X((In − XīX⊤ī )Xi)都在 Xī 的零空

间中. 因此,子空间 span
{

Xi,∇qi(Xi)
}
的任意点都满足正交性 X⊤

ī
x = 0. 由此,子

空间 span
{

Xi,∇qi(Xi)
}
是满足性质 3.1的子空间D的一个选择. 我们可以把限制

在子空间

D = span
{

Xi,∇qi(Xi)
}

的子问题 (3.26)看做是原始正交约束优化问题 (3.1)的一个特例,这里 p = 1. 此
时,我们推荐使用上节中的梯度反射法 (3.15)和梯度投影法 (3.20)来计算 x+. 事
实上,在实际计算中,我们可以非精确的求解子问题,甚至只采用一步迭代.
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我们可以验证如果子问题 (3.26)采用梯度反射法 (3.15)或梯度投影法 (3.20),
则得到的解 x+都满足函数值的充分下降性 (3.23)和渐进小的步长保证 (3.24).

引理 3.5. 令 x+ = (−1 + 2v(v⊤v)−1v⊤)Xi 或者 x+ = (v⊤v)−
1
2 v, 这里 v = Xi −

τ · ∇qi(Xi), τ ∈ (0, ρ−1). 则 x+ 满足子问题 (3.22)的约束并且满足条件 (3.23)和
(3.24).

引理 3.5的证明可由引理 3.2, 3.3, 3.4和 In − X X⊤ = (In − XiX⊤i )(In − XīX⊤ī )

直接得到.

注 3.3. 特别地, 如果 fi,X 是二次的, 则限制在子空间 span
{

Xi,∇qi(Xi)
}
的子问题

(3.26)等价于求解一个四次方程的根. 这些根可由显示表达式得到. 在这种情况
下, 限制在子空间 span

{
Xi,∇qi(Xi)

}
的子问题 (3.26) 的全局极小值点可作为 x+

的另一种选择. 具体来讲,当目标函数 fi,X 是二次的,我们有如下子问题

min
x∈Rn

1
2

x⊤ Ãx + g̃⊤x

s. t. | |x | |2 = 1,

x ∈ span
{

Xi,∇qi(Xi)
}
.

等价地,我们得到二维球面上的二次函数极小化问题,也就等价于四次方程求根.

3.3.2.2 函数值充分下降性

在这一小节,我们证明由算法 4得到的 X̄ 是问题 (3.1)的一个可行点,并且满
足函数值充分下降条件 (3.4).

引理 3.6. 令 X ∈ Sn,p 且 X̄ 由算法 4计算得到. 则我们有 X̄ ∈ Sn,p 并且

f (X) − f (X̄) ≥
k1k2

2(
1 + (p − 1)k2

(
(1 +

√
2)ρ+

√
2θ

))2 

(In − X X⊤)∇ f (X)


2
F . (3.27)

证明. X̄ 的可行性可由 Gauss-Seidel型更新和子问题 (3.22)的约束直接得到. 接下
来我们证明第二部分. 首先,我们有

f (X) − f (X̄) = f (W0) − f (W p)

=

p∑
i=1

(
f (W i−1) − f (W i)

)
=

p∑
i=1

(
fi,W i−1(W i−1

i ) − fi,W i−1(W i
i )

)
, (3.28)
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并且

fi,W i−1(W i−1
i ) − fi,W i−1(W i

i ) ≥ k1k2
2




(In −W i−1W i−1⊤)∇ fi,W i−1(W i−1
i )




2
2
. (3.29)

利用梯度 (3.18)的 Lipschitz连续性和有界性,我们得到


(In −W i−1W i−1⊤)∇ fi,W i−1(W i−1
i )





2

≥



(In −W0W0⊤)∇ fi,W i−1(W i−1

i )




2
−




(W i−1W i−1⊤ −W0W0⊤)∇ fi,W i−1(W i−1
i )





2

≥ (In − X X⊤)∇ fi,W i−1(Xi)2 −
i−1∑
j=1




W jW j⊤ −W j−1W j−1⊤




F
·


∇ fi,W i−1(W i−1

i )



2

≥


(In − X X⊤)∇ fi,W0(Xi)




2
−



(In − X X⊤)(∇ fi,W0(Xi) − ∇ fi,W i−1(Xi))



2

−(ρ+ θ)
i−1∑
j=1

(√
2 − 2

(
W j

j

⊤
W j−1

j

)2)
≥



(In − X X⊤)∇ fi,X(Xi)



2
− ∇ fi,W0(Xi) − ∇ fi,W i−1(Xi)2

−
√
2(ρ+ θ) ·

i−1∑
j=1

(√
2 − 2

(
W j

j

⊤
W j−1

j

))
≥ (In − X X⊤)∇ fi,X(Xi)2 − ρ ·



W0 −W i−1


2
−
√
2(ρ+ θ)

i−1∑
j=1




W j
j −W j−1

j





2

(3.30)

≥


(In − X X⊤)∇ fi,X(Xi)




2
− ((1 +

√
2)ρ+

√
2θ)

√
k1
−1 i−1∑

j=1

√
fj,W j−1(W j−1

j ) − fj,W j−1(W j
j ),

其中第三个不等式利用了
��W i−1

i

⊤W i
i

�� ≤ 1. 结合 (3.29)式,我们有√
fi,W i−1(W i−1

i ) − fi,W i−1(W i
i ) ≥

√
k1k2




(In −W i−1W i−1⊤)∇ fi,W i−1(W i−1
i )





2

(3.31)

≥
√

k1k2


(In − X X⊤)∇ fi,X(Xi)




2
− k2((1 +

√
2)ρ+

√
2θ)

i−1∑
j=1

√
fj,W j−1(W j−1

j ) − fj,W j−1(W j
j ).

令 δj :=
√

fj,W j−1(W j−1
j ) − fj,W j−1(W j

j ), c := k2((1 +
√
2)ρ +

√
2θ), 并代入关系式

(3.31),我们得到(
δi + c

i−1∑
j=1

δj

)2
≤ (1 + (i − 1)c) δ2i +

i−1∑
j=1

c (1 + (i − 1)c) δ2j ,

由此推出

(1 + (i − 1)c) δ2i +
i−1∑
j=1

c (1 + (i − 1)c) δ2j ≥ k1k2
2



(In − X X⊤)∇ fi,X(Xi)


2
2
. (3.32)
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将不等式 (3.32)从 i = 1到 p进行累加,再结合 (3.28)式,我们得到(
1 + (p − 1)k2((1 +

√
2)ρ+

√
2θ)

)2 p∑
i=1

(√
fi,W i−1(W i−1

i ) − fi,W i−1(W i
i )

)2
≥

p∑
i=1

k1k2
2 ·



(In − X X⊤)∇ fi,X(Xi)


2
2
= k1k2

2 ·


(In − X X⊤)∇ f (X)



2
F , (3.33)

也就是

f (X) − f (X̄) ≥
k1k2

2(
1 + (p − 1)k2

(
(1 +

√
2)ρ+

√
2θ

))2 · 

(In − X X⊤)∇ f (X)


2
F ,

由此引理得证. □

引理 3.6的一个副产物是对以列为块的块坐标下降法,如下的渐进小步长保
证性质得到满足.

推论 3.1. 令 X ∈ Sn,p 且 X̄ 由算法 4计算得到. 则我们有

| |X − X̄ | |F ≥
k2

1 + (p − 1)k2((1 +
√
2)ρ+

√
2θ)
· | |(In − X X⊤)∇ f (X)| |F. (3.34)

证明. 利用条件 (3.24)和 (3.30)的倒数第二个不等式,采用不等式 (3.31)和 (3.33)
同样的推导方式,推论得证. □

3.3.3 计算量比较

在第 2章 2.3小节中,我们详细介绍了一些针对正交约束优化问题的已有算
法. 在本小节,我们比较新提出的算法框架与已有算法的每步计算量. 首先,我们
约定基础的线性代数操作 (BLAS)的计算量如下. 给定 A ∈ Rn×n, B1, B2 ∈ Rn×p,
S1, S2 ∈ Rp×p 和 x ∈ Rn,计算矩阵乘法 B⊤1 B2, B⊤1 B1, B1S1,和 S1S2 分别需要 2np2,
np2 + np, 2np2和 2p3个浮点运算. 计算 A−1和 S−1分别需要 8n3/3和 8p3/3个浮

点运算. 计算矩阵向量乘法 Ax 需要 2n2 个浮点运算. 计算矩阵 S ∈ Rp×p 的奇异

值分解到给定的精度需要 O(p3)个浮点运算 [133]. 我们假设 ∇ f (X)的计算结果

已经得到,因此 ∇ f (X)的计算并不统计在每步计算量中. 其他的一些设定与文献
[106, Table 1]类似. 具体比较结果如表 3.1所示.

在表 3.1中, “首次 t”和 “重复 t”分别表示仅在当前点计算初始试探点和接下
来试探点的计算量. 这里,函数值的额外计算并没有统计在内. 值得说明的是,我
们的两大类算法都无需进行线搜索,并且梯度反射法和梯度投影法都可在固定常
数步长的假设下收敛. 此外,块坐标下降法的子问题也只需要通过一步迭代就可
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更新策略
计算量

首次 t 重复 t

测地线类算法

Rgeoe
X [110] O(n3) O(n3)

Rqgeo
X [109] O(n3) O(n3)

Rgeoe
X [111] 10np2 + 2np + O(p3) 4np2 + O(p3)

Rwy
X [99] 7np2 + 2np + O(p3) 4np2 + np + O(p3)

投影类算法

Rqr
X [33] 6np2 + 3np + O(p3) 2np2 + 2np

Rpd
X [33] 7np2 + 4np + O(p3) 2np2 + 2np + O(p3)

Rpj
X [108] 7np2 + 4np + O(p3) 3np2 + 3np + O(p3)

R jd
X [106] 7np2 + 3np + O(p3) 2np2 + 3np + O(p3)

我们的算法

GR 9np2 + 4np + O(p3)

GP 7np2 + 3np + O(p3)

CBCD-GR 4np2 + 8np + O(p3)

CBCD-GP 4np2 + 5np + O(p3)

表 3.1计算量的比较

Table 3.1 Comparison on computational cost

进行非精确求解. 因此,一般来讲我们算法的每步计算量要少于收缩类算法. 虽然
如此, 我们还是要指出实际的计算时间不仅依赖于总浮点运算数, 还和 BLAS的
高效计算息息相关.

进一步, CBCD-GR和 CBCD-GP分别表示第 3步采用块坐标下降法的算法 3,
并在算法 4 的第 3 步中采用梯度反射法和梯度投影法. 我们注意到函数值梯度
∇ fi,X((In −W i−1

ī
W i−1

ī

⊤
)Xi)的计算并没有考虑在内,原因是当W i−1

ī

⊤Xi = 0时,其等
价于 ∇ fi,X(Xi). 当 fi,X(Xi) (i = 1, ..., p)是二次函数时,我们可以得到限制在子空
间 span

{
Xi,∇qi(Xi)

}
上的子问题 (3.26)的全局最优解,此时每步需要的计算量为

12np2 + 3np + O(p3).

3.4 收敛性分析

在本节,我们建立新算法框架 3的收敛性. 首先,函数值的收敛性结果如下.
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引理 3.7. 令 {Xk}是由算法 3从初始点 X0 ∈ Sn,p生成的迭代点列,则
{

f (Xk)
}
收

敛.

证明. 根据算法 3中第 3步 X̄ 的构造,结合引理 3.1,我们得到

f (Xk) − f (Xk+1) = f (Xk) − f (X̄) + f (X̄) − f (Xk+1)

≥ C1




∇ f (Xk) − XkXk⊤∇ f (Xk)



2
F
+

1

8θ + 1



X̄⊤∇ f (X̄) − ∇ f (X̄)⊤ X̄


2
F (3.35)

≥ C1 ·


∇ f (Xk) − Xk∇ f (Xk)⊤Xk



2
F .

因此, { f (Xk)}单调下降. 又由于 Sn,p 是紧集, { f (Xk)}下有界,故我们有 { f (Xk)}

收敛. □

接下来,我们证明迭代点列的子列收敛性.

定理 3.1. 令 {Xk}是由算法 3从初始点 X0 ∈ Sn,p 生成的迭代点列. 则 {Xk}存在

一个收敛子列,并且点列 {Xk} 的每一个聚点 X∗ 都满足问题 (3.1)的一阶最优性
条件 (3.2).

证明. 由迭代点 Xk 的可行性可得点列 {Xk}有界,故有收敛子序列. 令 X∗是点列

{Xk} 的任意聚点. 由 Xk 的可行性,我们推出 X∗ 满足一阶最优性条件 (3.2)中的
可行性.

利用引理 3.7证明中的不等式 (3.35)和 { f (Xk)}的有界性,我们得到

lim
k→+∞



∇ f (Xk) − Xk∇ f (Xk)⊤Xk



F = 0,

由此推出


∇ f (X∗) − X∗∇ f (X∗)⊤X∗




F = 0. 根据 (3.3)式, X∗ 满足一阶最优性条件

(3.2)的前两个条件. 结合引理 2.2,定理得证. □

引理 3.7和定理 3.1保证了在 {Xk}的所有聚点集合上, f (X)是一个常数,我
们记为 f ∗,并记

Ω f ∗

FON = ΩFON ∩ {X | f (X) = f ∗}, (3.36)

其中 ΩFON参见定义 2.2.

接下来,我们证明 Xk 和 Ω f ∗

FON的距离趋于 0.
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推论 3.2. 令 {Xk}是由算法 3从初始点 X0 ∈ Sn,p 生成的迭代点列,则我们有

f (Xk) ≥ f ∗, ∀ k = 1, · · · (3.37)

且

lim
k→∞

dist(Xk,Ω f ∗

FON) = 0. (3.38)

证明. 由于 { f (Xk)} 是非增的,故关系式 (3.37)成立. 接下来,我们假设 (3.38)不
成立. 则存在 δ > 0和 {Xk}的一个子序列,记为 {Xk j },使得

dist(Xk j,Ω f ∗

FON) ≥ δ. (3.39)

由于 {Xk j } 有界,故 {Xk j } 存在一个收敛子序列并且任意聚点都满足一阶最优性

条件. 这与 (3.39)矛盾,由此推论成立. □

3.5 数值实验

在本节,我们测试算法 3的数值表现. 基于例 3.1,我们选取了一大类测试问
题. 关于例 3.2 的测试请见第 6 章. 本节的所有数值实验都在一台戴尔 Optiplex
9020个人电脑运行,处理器是两个 3.6GHz的 Intel® Core™ i7-4790,内存是 8GB.
数值实验的运行环境是MATLAB R2016a.

3.5.1 算法的实现细节

在引理 3.3和 3.4中,我们证明了当固定常数步长 τ小于 ρ−1 时,梯度反射法
和梯度投影法都满足函数值的充分下降性 (3.14). 然而, 我们很难准确的估计 ρ

的值,并且 ρ−1 的值可能会非常小,也就导致了收敛速度过慢. 在实际中,我们采
取文献 [19]提出的交替 Barzilai-Borwein步长方法 (本文 1.1.3小节),这也是文献
[99]所采用的方法. 具体来讲, τ的更新规则如下.

τ :=


τBB1, k是奇数,

τBB2, k是偶数.
(3.40)

在上式中,

τBB1 :=

⟨
Jk−1, Jk−1⟩
|⟨Jk−1,Kk−1⟩| , τBB2 :=

��⟨Jk−1,Kk−1⟩��
⟨Kk−1,Kk−1⟩ ,

Jk−1 = Xk − Xk−1, Kk−1 = c(Xk) − c(Xk−1).

我们称带有 (3.40) 步长 τ 的梯度反射法和梯度投影法分别为 GR-BB 和 GP-BB.
相应的,带有常数步长 τ的梯度反射法和梯度投影法被称为 GR-F和 GP-F.
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以列为块的块坐标下降法只用来测试二次问题 (3.1). 因为在每一步内迭代
中,限制在二维子空间 span

{
Xi,∇qi(Xi)

}
的子问题 (3.26)可以被精确求解到全局

最优点. 然而, 在每一步外迭代中, 根据列更新顺序的不同产生了不同类型的算
法. 通常,有如下四种顺序:

1) 顺序循环: ji = i,对于 i = 1, 2, ..., p;
2) 随机抽样: ji = ⌈p · rand(1, 1)⌉,对于 i = 1, 2, ..., p (有放回的抽样);
3) 随机排列: { j1, j2, ..., jp}是 {1, 2, · · · , p}的一个随机排列 (无放回的抽样);
4) 贪婪: 对于 i = 1, 2, ..., p,

ji := argmax
j=1, · · · ,p




(In −W i−1W i−1⊤)∇ fj(Xj)




2
.

相应的以列为块的块坐标下降法分别记作CBCD-C, CBCD-R1, CBCD-R2和CBCD-
G.

我们已经证明了由新算法框架 3生成的任意迭代点都满足 (3.2)中的对称性
和可行性. 因此,对于停机准则,我们只需检查投影梯度 | |(In − X X⊤)∇ f (X)| |F 即

可. 更具体的,停机准则描述如下,

(In − X X⊤)∇ f (X)



F < ϵ



∇ f (X0) − X0∇ f (X0)⊤X0



F , (3.41)

其中 ϵ > 0是给定的精度. (3.41)式的右端项与初始的投影梯度大小相匹配. 另一
方面, 一阶算法的收敛性可能会随着迭代点趋于一阶稳定点而变慢, 故我们也采
用了文献 [99]中的判断准则来探测和判断迭代点列的收敛,具体如下.

tolxk :=
∥Xk−Xk+1∥F√

n
< ϵx 并且 tol f

k
:=
| f (Xk )− f (Xk+1)|
| f (Xk )|+1

< ϵ f , (3.42)

mean([tolxk−min{k,T }+1, . . . , tolxk ]) < 10ϵx,

并且 mean([tol f
k−min{k,T }+1

, . . . , tol f
k
]) < 10ϵ f .

(3.43)

其中 mean( · )表示求平均值.

当上述三个停机准则 (3.41)-(3.43) 之一满足, 或迭代达到了最大迭代步数
MaxIter 时, 我们终止我们的算法. 默认的停机参数选取为 ϵ = 10−5, ϵx = 10−6,
ϵ f = 10−10, T = 5和MaxIter = 3000.

3.5.2 测试问题

在本小节,我们引入一大类基于例 3.1的测试问题. 首先,考虑如下的带有正
交约束的二次优化问题.

min
X∈Rn×p

1
2
tr(X⊤AX) + tr(G⊤X)

s.t. X⊤X = Ip,
(3.44)
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其中矩阵 A ∈ Rn×n和 G ∈ Rn×p 如下随机生成.

A := PΛP⊤, (3.45)

G := α · QD, (3.46)

这里矩阵 P = qr (rand(n, n)) ∈ Rn×n, Q̃ = rand(n, p) ∈ Rn×p, Q ∈ Rn×p, Qi =

Q̃i/| |Q̃i | |2 (i = 1, 2, ..., p),并且矩阵 Λ ∈ Rn×n和 D ∈ Rp×p 是对角矩阵,满足

Λii :=


β1−i, 当 ωi < ξ,

−β1−i, 否则,
对于所有的 i = 1, 2, . . . , n, (3.47)

Dj j := ζ j−1, 对于所有的 j = 1, 2, . . . , p, (3.48)

其中 ωi ∈ [0, 1] (i = 1, 2, ..., n)是随机生成的数. n × p是变量大小; β ≥ 1是决定 A

的特征值衰减的一个参数; ζ ≥ 1用来刻画 G的每一列范数的增长率. 参数 α > 0

表示二次项和线性项之间的数量关系. 当 α很大时,线性项将会主导函数值的大
小. 参数 ξ ∈ [0, 1]用来决定矩阵 A是否正定. 当 ξ = 1,矩阵 A正定,而 ξ = 0则

意味着 A负定. 如无特殊说明,这些参数的默认值为 n = 3000, p = 60, α = 1, β =

1.01, ζ = 1.2, ξ = 1. 我们选取 X0 = qr (rand(n, p)) ∈ Rn×p 作为算法的初始值.

3.5.3 算法默认参数选取设置

在本小节, 我们通过数值实验选取梯度反射法, 梯度投影法和以列为块的块
坐标下降法的默认设置.

首先我们比较在不同的固定步长下 GR-F和 GP-F的数值表现. 在实验中,参
数 p选取为 10%n,参数 ζ 选取为 1.01,其他参数选择为默认设置. 我们通过以下
四个方面比较不同算法的数值表现: CPU时间 (秒为单位)、总迭代数、一阶最优
性条件 (KKT)的违反度 (2.2.3小节)、还有函数值. 在这里,由于我们求解的是非
凸问题, 为了比较不同算法之间的函数值, 我们定义 fmin 为不同算法得到的绝对

值最小的函数值,记 fs 为算法 s得到的函数值. 由此我们定义相对函数值如下,

| fs − fmin |
1 + | fmin |

+ eps, (3.49)

这里 eps = 2.2204e-16 是 MATLAB 的机器精度. 为了得到以 log 为底的 y-轴
的函数值, 我们在相对误差中加上机器精度 eps 来确保函数的比较值为正. 由
于收缩类算法和我们的算法都是可行方法, 故我们不需要统计可行性的违反度
| |I − X⊤X | |F. 数值比较结果分别展示在图 3.2的 (a)-(d)中. 我们从 0.1ρ−1 到 ρ−1

选取不同的步长 τ.
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图 3.2不同固定步长的 GR-F和 GP-F的数值比较

Figure 3.2 Performance of GR-F and GP-F with different stepsizes

从图 3.2中,我们观察到对于 GR-F和 GP-F, τ = 1/3ρ和 1/ρ分别是其最好的

选择. 因此,我们选取它们作为和 GR-BB/GP-BB比较的默认步长.

接下来, 我们测试 10个随机生成的问题, 其中 n的大小由 500变化到 5000,
变量的列数 p选为 10%n. 参数 ζ 为 1.01,其他参数选取它们的默认值. 数值结果
呈现在图 3.3中.

1000 2000 3000 4000 5000

Width of A

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

C
P

U
 t

im
e

(s
)

GR-F

GR-BB

GP-F

GP-BB

(a) CPU时间

1000 2000 3000 4000 5000

Width of A

10

20

30

40

50

60

70

It
e

r
a

ti
o

n
 n

u
m

b
e

r

GR-F

GR-BB

GP-F

GP-BB

(b) 总迭代数

1000 2000 3000 4000 5000

Width of A

3

4

5

6

7

8

K
K

T
 v

io
la

ti
o
n

10
-5

GR-F

GR-BB

GP-F

GP-BB

(c) KKT违反度

1000 2000 3000 4000 5000

Width of A

10
-16

10
-14

10
-12

10
-10

10
-8

F
u
n
c
ti
o
n
 v

a
lu

e
 v

a
r
ia

n
c
e

GR-F

GR-BB

GP-F

GP-BB

(d) 相对函数值

图 3.3梯度类算法的数值比较

Figure 3.3 Performance of gradient based algorithms

从图 3.3中,我们注意到 GR-BB和 GP-BB比 GR-F和 GP-F需要更少的迭代
数和更少的 CPU时间,同时它们也得到了同量级的 KKT违反度. 不仅如此,在大
多数情况下,我们发现 GR-BB在 CPU时间和总迭代数方面都优于 GP-BB.因此,
在接下来的数值比较中,我们选取 GR-BB作为梯度类算法的代表.

接着,我们比较在不同列更新顺序下,以列为块的块坐标下降法的数值表现.
我们测试 CBCD-C, CBCD-R1, CBCD-R2和 CBCD-RG用来求解不同大小的问题,
其中 n的大小由 1000变化到 6000,变量的列数 p设为 2%n,其他参数默认. 数值
结果如图 3.4所示.

从图 3.4我们观察到CBCD-C, CBCD-G和CBCD-R2有相似的表现,并且CPU
时间和总迭代数都优于 CBCD-R1. 在 CBCD-C, CBCD-G和 CBCD-R2中, CBCD-C
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图 3.4不同列更新顺序的块坐标下降法的数值比较

Figure 3.4 Performance of CBCD with different types of choosing working index

表现稳定且易于实现. 故在接下来的数值比较中,我们采用 CBCD-C作为以列为
块的块坐标下降法的代表.

3.5.4 随机生成二次问题的数值比较

在本小节,我们通过测试一大类问题 (3.44),比较我们的算法 GR-BB, CBCD-
C和两种已有的高效算法的数值表现 (我们从表 2.1中,选取了两类具有最好表现
的算法). 首先,我们选取基于文献 [99]的求解器 OptM2.对其他已有的算法比较,
我们选取MOptQR-LS (带有线搜索的 QR流形收缩算法3 [33]), MOptQR-BB (为了
公平起见,我们也实现了交替 BB步长的 QR流形收缩算法)和 MOptTR (流形信
赖域算法3 [33]). 以上算法在第 1章和第 2章中都有详细介绍. 针对默认的问题
(3.44), 我们比较 MOptQR-LS, MOptQR-BB 和 MOptTR 的数值表现. 数值结果如
图 3.5所示.
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图 3.5不同步长的MOptQR的数值比较

Figure 3.5 Performance of MOptQR with different type stepsize

从图 3.5我们得知,在此问题中 MOptQR-BB优于其他两种方法. 因此,我们
选取MOptQR-BB作为另一个比较算法,简记为MOptQR.

2 https://github.com/wenstone/OptM
3 http://www.manopt.org
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在接下来的数值实验中, 我们只比较 GR-BB, CBCD-C, OptM和 MOptQR的
数值表现. 采用小节 3.5.1中同样的停机准则,参数选取为默认值,我们设计了六
组测试问题,在每组问题中,只有一个变化的参数. 具体定义如下所示.

• 变量的行数, n = 1000 j,其中 j = 1, 2, 3, 4, 5, 6;
• 变量的列数, p = 20 j,其中 j = 1, 2, 3, 4, 5, 6;
• A的特征值的衰减率, β = 1.01 + 0.03 j,其中 j = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8;
• G每列范数的变化率, ζ = 1.01 + 0.03 j,其中 j = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8;
• 线性项占比, α = 10−2, 10−1, 1, 10, 102;
• A的正定性, ξ = 0.2( j − 1),其中 j = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

这些参数由等式 (3.45)-(3.48) 定义. 线性特征值问题, 也就是取 α = 0 的问题

(3.44),不在我们的考虑内. 因为对于一般的特征值问题求解器,还需考虑很多数
值代数问题. 并且我们提出的梯度反射法和梯度投影法都需要针对不同的问题
调整不同的步长, 因此在实际特征值计算中, 将会变得不实用. 虽然已有许多专
门考虑线性特征值问题的求解器, 但他们很难处理一般的正交约束优化问题, 而
这恰好是我们提出的新算法的优势所在. 这六组测试问题的数值结果分别如图
3.6-3.11所示.

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Width of A

10-1

100

101

102

103

C
P

U
 t
im

e
(s

)

CBCD-C

GR-BB

OptM

MOptQR

(a) CPU时间

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Width of A

100

101

102

103

104

It
e

ra
ti
o

n
 n

u
m

b
e

r

CBCD-C

GR-BB

OptM

MOptQR

(b) 总迭代数

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Width of A

10-7

10-6

10-5

10-4

K
K

T
 v

io
la

ti
o

n

CBCD-C

GR-BB

OptM

MOptQR

(c) KKT违反度

1000 2000 3000 4000 5000 6000

Width of A

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

F
u

n
c
ti
o

n
 v

a
lu

e
 v

a
ri
a

n
c
e

10
-6

CBCD-C

GR-BB

OptM

MOptQR

(d) 相对函数值

图 3.6变量行数 n的数值比较

Figure 3.6 Comparison with varying matrix dimension n
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图 3.7变量列数 p的数值比较

Figure 3.7 Comparison with varying width of variable p
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图 3.8 A特征值的衰减率 β的数值比较

Figure 3.8 Comparison with varying decay parameter β
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图 3.9 G每列范数的变化率 ζ 的数值比较

Figure 3.9 Comparison with varying G parameter ζ
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图 3.10线性项占比 α的数值比较

Figure 3.10 Comparison with varying dominance of linear term, α
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图 3.11 A的正当性 ξ 的数值比较

Figure 3.11 Comparison with varying nonnegtivity of A, ξ
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通过这些数值比较,我们有如下的观察. 所有的求解器从相同的初始点出发
都能得到相同的函数值. 并且它们具有 10−5 量级的近似的 KKT违反度. 在大多
数实验中, GR-BB和 CBCD-C有比其他两个求解器较低的 KKT违反度. 在所有
四个算法中, CBCD-C在几乎所有问题中都有最少的迭代步数,而 GR-BB则有最
少的 CPU时间. 除了一些极端情况, CBCD-C在 CPU时间上表现仅次于 GR-BB.

最后, 我们选取在问题描述中的所有加黑的问题, 并在这些问题上进行算法
的综合性能 [134]比较. 其中,总计有 6×6×3×3×3×3 = 2916个随机生成的问题.
综合性能比较能够消除一小部分难问题对算法的整体影响,也能减少算法结果对
不同判断条件的敏感度,同时还提供了一个可视化的方法来直观了解不同算法之
间的数值表现. 接下来,我们介绍一些此测试的关键参数. 对于问题 m和求解器

s,我们令 tm,s 表示 CPU时间或者总迭代数. 性能比定义为 rm,s := tm,s/mins{tm,s}.
如果求解器 s 没有解出问题 m, 我们令其性能比等于无穷或者某个充分大的数.
最后,求解器 s的综合性能定义为

πs(ω) :=
满足 rm,s ≤ ω的问题数

问题总数
.

它表示求解器在 ωmins tm,s 秒时间内可以求解的测试问题集的百分比. 自然的,
当 πs 越靠近 1,求解器 s的表现就越好. 综合性能关于 CPU时间和总迭代步数的
数值比较结果如图 3.12所示.
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图 3.12综合性能的数值比较

Figure 3.12 Performance profile

我们注意到在求解这 2916 测试问题时, GR-BB 在 CPU 时间上表现最好,
CBCD-C 仅次于 GR-BB 且需要最少的迭代步数. 额外的, 在表 3.2 中, 我们还
展示了不同求解器在这些测试问题上的平均 KKT, 可行性违反度和相对函数值
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的比较. 表 3.2显示了所有求解器都得到近似同量级的平均 KKT违反度,可行性

CBCD-C OptM GR-BB MOptQR

KKT违反度 1.6075e-05 2.1730e-05 1.9501e-05 2.5072e-05

可行性违反度 1.9172e-14 1.5276e-14 1.9350e-14 2.1006e-15

相对函数值变化 6.5780e-06 8.1754e-06 3.0417e-06 7.9584e-06

表 3.2平均 KKT,可行性违反度和相对函数值的数值比较

Table 3.2 Average KKT, feasibility violation and function value

违反度和相对函数值. 这里,求解器 s 求解 m问题时的相对函数值定义与 (3.49)
类似,具体来说,

zm,s :=

�� fm,s −mins{ fm,s}
��

1 +
��mins{ fm,s}

�� .
3.5.5 以列为块的块坐标下降法的全局性质

通过以上实验,我们发现了一个有趣的现象: 虽然我们的问题 (3.1)是非凸的,
但所有的求解器从随机初始点出发都得到了同样的函数值. 因此,我们设计了一
个新实验来研究算法的全局性质. 我们构造如下问题,

min
X∈R3×2

1
2
tr ((X − X∗)⊤A(X − X∗))

s. t. X⊤X = I2,

其中 A =


13/2 2 0

2 1 0

0 0 1


. 对于这个特殊问题,我们可以很容易验证 X∗ =


3/5 0

4/5 0

0 1


是此问题的全局极小值点,而

X I =


1 0

0 0

0 1


, X II =


3/5 0

4/5 0

0 −1


, X III =


1 0

0 0

0 −1


是其他一阶稳定点. 其中 X I是局部极小值点,其他两个都是鞍点. 接下来,我们令
算法分别从这三个一阶稳定点附近初始,测试 GR-BB, CBCD-C, OptM和MOptQR
的不同表现. 初始点定义为,

X0 := PSn,p (X i + µ · randn(3, 2)), i = I, II, III

X0 := PSn,p (randn(3, 2)),
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其中 µ > 0用来控制 X0到 X i 之间的距离, i = I, II, III. 我们令 µ = 10−4并分别测

试从这四个不同初始点出发的不同算法的数值表现. 我们重复实验 1000次,记录
每个求解器求得的不同解的次数. 实验结果汇总在表 3.3, 3.4, 3.5和 3.6中.

测试方法 X∗ X I X II X III 成功率

CBCD-C 1000 0 0 0 100%

GR-BB 0 1000 0 0 0%

OptM 0 1000 0 0 0%

MOptQR 0 1000 0 0 0%

表 3.3从 X I附近初始的数值结果

Table 3.3 Test results near X I

测试方法 X∗ X I X II X III 成功率

CBCD-C 1000 0 0 0 100%

GR-BB 0 1000 0 0 0%

OptM 729 0 271 0 72.9%

MOptQR 78 0 922 0 7.8%

表 3.4从 X II附近初始的数值结果

Table 3.4 Test results near X II

测试方法 X∗ X I X II X III 成功率

CBCD-C 1000 0 0 0 100%

GR-BB 1000 0 0 0 100%

OptM 338 28 634 0 33.8%

MOptQR 5 5 990 0 0.5%

表 3.5从 X III附近初始的数值结果

Table 3.5 Test results near X III

测试方法 X∗ X I X II X III 成功率

CBCD-C 1000 0 0 0 100%

GR-BB 656 344 0 0 65.6%

OptM 864 136 0 0 86.4%

MOptQR 774 226 0 0 77.4%

表 3.6完全随机初始化的数值结果

Table 3.6 Test results with random initial

guesses

我们从这些表中发现四个算法并不一定收敛到同一个稳定点. 在我们的测试
中, CBCD-C总能找到全局极小值点. 我们不确定这是否是巧合,或者是 CBCD-C
能以大概率收敛到全局极小值点. 在以后的工作中,我们将会做进一步的研究. 另
一方面,我们发现完全随机初始化可以增加其他三个算法找到全局极小值点的概
率.

3.6 小结

在本章中,对于正交约束优化问题 (3.1),我们提出了一个新的一阶算法框架.
其主要包含两个步骤. 第一步,我们选取一个函数值下降方法使得函数值减少并
同时保持迭代点的可行性,因此关于 Stiefel流形的切空间计算可以被省略. 第二
步, 我们利用乘子校正步来保证迭代点列的任意聚点都是一阶稳定点. 进一步,
对于一些特殊情况, 此校正步可以被省略. 我们提出了两类算法, 不同点在于算
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法框架的第一步. 我们首先提出了一个梯度类方法,其常数步长的全局收敛性可
以得到保证, 因此线搜索将不再需要. 我们推荐了两个具体的算法, 梯度反射法
和梯度投影法. 第二类算法是以列为块的块坐标下降法,其列坐标的更新顺序由
Gauss-Seidel类型决定. 同时,我们也提出了一个新的方法用来非精确的高效求解
子问题,并保证了算法的全局收敛性. 针对一大类不同的测试问题,数值实验显示
了我们的新算法具有巨大潜力.
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第 4章 子空间加速的收缩类算法

在本章中,我们考虑一大类正交约束优化问题,其目标函数具有特定结构. 通
过观察第 3 章中引入的乘子校正算法, 我们发现乘子校正步实际上是一个较小
规模的优化问题的解. 利用子空间加速的思想,我们将乘子校正步推广到一般的
Stiefel流形收缩类算法,由此得到了加速的收缩类算法. 进一步,我们证明了算法
的全局收敛性,并给出了算法的局部收敛速度. 数值实验展示了新的加速技术具
有巨大潜力.

4.1 引言

在本章中,我们继续考虑第 3章引入的正交约束优化问题,

min
X∈Rn×p

f (X) := h(X) + tr(G⊤X)

s. t. X⊤X = Ip,
(4.1)

其中目标函数 f : Rn×p −→ R满足假设 3.1,也就是说 G ∈ Rn×p, h(X)满足正交不

变性,并且 ∇h(X) = H(X)X ,这里 H : Rn×p −→ SRn×n是一个矩阵函数.

在第 3章中,针对正交约束优化问题 (4.1),我们提出了一个新的乘子校正算
法框架. 其中,乘子校正步的目的是使得一阶最优性条件 (3.2)中的乘子对称性满
足. 假设其中间点为 X̄ ∈ Sn,p,则乘子校正步如下所示,

Xk+1 =


X̄, 当 X̄⊤G = G⊤ X̄;

−X̄UT⊤, 否则.
(4.2)

其中 U 和 T 来自于 p阶矩阵 X̄⊤G的奇异值分解 X̄⊤G = UΛT⊤. 由 3.2.2小节的
讨论可知,乘子校正步 (4.2)实际上可由如下的最优化问题确定,

min
Q∈Sp,p

f (X̄Q).

求得上述问题的最优解后,我们令 Xk+1 = X̄Q∗为下一步迭代点,这与乘子校正步
等价.

事实上,上述问题也可表示为在 X̄ 的正交不变子空间上寻找 f (X)的最优解,
即

min
X∈Rn×p

f (X)

s.t. X ∈ DX̄,
(4.3)
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其中 DX̄ :=
{

X̄Q : Q ∈ Sp,p

}
是 X̄ 的正交不变子空间. 因此,我们将一个 Sn,p 上

的优化问题限制在一个更小规模的子空间 DX̄ 上. 这样做的好处是极大程度降低
了计算的复杂度, 如果不考虑乘子的对称性, 则乘子校正步也可理解为优化中的
子空间加速技术 [135].

综合上述讨论,我们将问题 (4.3)作为子空间加速的子问题. 当目标函数满足
假设 3.1时,问题 (4.3)有显式解

Xk+1 = −X̄UT⊤, (4.4)

其中 X̄⊤G的奇异值分解为 X̄⊤G = UΛT⊤. 如果我们利用上式对任意可行下降方
法进行子空间加速,则我们可以很自然地得到一个两阶段的加速方法. 考虑问题
(4.1),假设当前点 Xk ∈ Sn,p,则加速算法框架如下所示,

Xk 下降阶段: 任意可行下降方法−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ X̄
加速阶段: (4.4) 式−−−−−−−−−−−−−→ Xk+1.

特别地,如果在函数值下降阶段,采用第 3章提出的梯度类方法或者以列为块的
块坐标下降法,则上述过程就是算法 3.

接下来,我们考虑下降阶段的可行方法.

4.2 加速的收缩类算法

在第 2章中,我们详细介绍了 Stiefel流形上的收缩类算法. 很自然地,我们可
以将其应用到加速算法框架中的下降阶段. 根据上一节的讨论,并结合一般黎曼
流形上的收缩类线搜索算法 1,我们提出如下的子空间加速收缩类算法 (算法 5).

注 4.1. 一般来讲,加速阶段的计算量会显著影响一个加速算法的数值表现. 如果

加速过程得到的收益不足以弥补新增的计算代价, 则加速策略将没有实际意义.

在算法 5中,根据不同收缩映射 R 的选取,一般来讲函数值下降阶段的计算量至
少为 O(np2)量级. 而我们提出的乘子校正加速步本质上只需要计算一个 p阶的

奇异值分解,其计算量为 O(p3). 当 n ≫ p时,加速步的计算可以忽略不计.

从算法 5中我们可以看到,在下降阶段,为了保证算法的全局收敛性,我们需
要进行线搜索计算. 搜索得到的迭代点至少要以一定的量级优于 Armijo线搜索.
事实上,我们可以直接取 X̄ 为 Armijo线搜索得到的点. 在实际计算中,考虑到梯
度类方法在靠近解处会收敛缓慢, 我们采用 1.1.3 小节提到的交替 BB 步长方法
(1.8),由此线搜索过程得到了省略.
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算法 5:子空间加速的收缩类线搜索算法

1 给定 Stiefel流形 Sn,p 上的收缩映射 R,常数 ᾱ > 0, c, β, σ ∈ (0, 1).
2 初始化: X0 ∈ Sn,p;令 k := 0.
3 while停机准则不满足 do

4 (函数值下降阶段)选取搜索方向 Dk ∈ TXkSn,p,使其满足梯度相关条
件 (定义 1.5). 接着选取 X̄ ∈ Sn,p 使得不等式

f (Xk) − f (X̄) ≥ c
(
f (Xk) − f (RXk (αADk))

)
(4.5)

成立,其中 αA是 Armijo步长 (定义 1.6).
5 (加速阶段)基于 X̄ ,由子空间问题的解 (4.4)计算可行点 Xk+1.
6 令 k := k + 1.

7 返回 Xk .

4.3 收敛性分析

首先,我们给出算法 5的子列收敛性.

定理 4.1. 令 {Xk}是由算法 5从初始点 X0 ∈ Sn,p 生成的迭代点列. 则 {Xk}存在

一个收敛子列,并且点列 {Xk} 的每一个聚点 X∗ 都满足问题 (3.1)的一阶最优性
条件 (3.2).

证明. 由引理 3.1可知,乘子校正步满足

8θ
(
f (X̄) − f (Xk+1)

)
≥



X̄⊤∇ f (X̄) − ∇ f (X̄)⊤ X̄


2
F .

结合不等式 (4.5),我们得到

f (Xk) − f (Xk+1) ≥ c
(
f (Xk) − f (RXk (αADk))

)
.

由收缩类线搜索算法的收敛性结果 [33, Theorem 4.3.1],定理得证. □

从上述证明中我们发现,实际上由子空间加速得到的 Xk+1 就是算法 1中新
迭代点的一种选取方式. 因此,算法 5也可看作是算法 1在 Stiefel流形上的一种
具体实现.

特别的, 如果我们在算法 5 中取搜索方向 Dk = −grad f (Xk) (此时, 由定义
1.5, Dk 显然满足梯度相关条件),则我们可以得到如下的局部线性收敛速度.
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定理 4.2 ([33, Theorem 4.5.6]). 假设算法 5 中的搜索方向 Dk = −grad f (Xk). 由

定理 4.1, 假设 {Xk} 是由算法 5 从初始点 X0 ∈ Sn,p 生成的迭代点列, 并收敛到
X∗ ∈ Sn,p. 假设目标函数 f 在 X∗处的 Hesse矩阵 H 正定,则 X∗为局部极小值点.

进一步,给定 r ∈ (r∗, 1),其中 r∗ = 1 − min
(
2σᾱλmin(H), 4σ(1 − σ)β λmin(H)

λmax(H)

)
,则存

在 K ≥ 0使得

f (Xk+1) − f (X∗) ≤ (r + (1 − r)(1 − c))( f (Xk) − f (X∗))

对于所有的 k ≥ K 都成立,即算法 5具有局部线性收敛速度.

值得说明的是, 上述性质只说明了子空间加速有不比原算法差的理论结果,
但未回答子空间加速为何会有更好的的数值表现.

4.4 数值实验

在本节我们研究子空间加速后的收缩类算法的数值表现. 本节的数值实验
环境和停机准则与第 3 章相同. 其中, 停机参数选取如下, ϵ = 10−8, ϵx = 10−6,
ϵ f = 10−10, T = 5和MaxIter = 3000.

在数值实验中,我们考虑如下的测试问题,

min
X∈Rn×p

1
2
tr(X⊤AX) + tr(G⊤X)

s.t. X⊤X = Ip,

其中矩阵 A ∈ Rn×n和 G ∈ Rn×p 的随机生成与 3.5.2小节相同. 我们选取默认的问
题参数为 n = 3000, p = 60, α = 1, β = 1.01, ζ = 1.04, ξ = 1.

由算法 5可知, 如果想要具体实现算法, 我们必须选取 Stiefel流形上合适的
收缩映射. 基于第 2章的讨论,在本章的数值比较中,我们选取投影和 QR分解作
为收缩映射,即

Rpj
X(tD) = PSn,p (X − tD), (4.6)

Rqr
X (tD) = qr(X − tD). (4.7)

在实际计算中,我们选取

D = grad2 f (X) = ∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X .

关于步长的选取,我们采用 1.1.3小节提到的交替 BB步长方法 (1.8),应用到正交
约束优化问题,就是 (3.40)式. 作为对照实验,我们还考虑了未加速的标准投影和

74



第 4章子空间加速的收缩类算法

QR分解收缩类算法. 以上这些算法分别称为ManPJ-BB, ManQR-BB, ManPJ-BB-C
和 ManQR-BB-C. 其中 “PJ” 和 “QR” 分别表示由投影收缩映射 (4.6) 和 QR 分解
收缩映射 (4.7) 得到的算法, “-C” 表示带有子空间加速过程的算法, 反之则不加
速. 作为比较测试, 我们还选取了第 3 章提出的基于梯度反射的乘子校正算法,
GR-BB.算法的默认设置和参数选择与第 3章的数值实验相同.

通过观察第 3章中ManQR-BB的数值表现,我们选取了三组对照问题用来测
试.

• 变量的列数, p = 30, 120;
• G每列范数的变化率, ζ = 1.01, 1.1;
• A的正定性, ξ = 0, 0.5.

在每组问题中,其他未给定问题参数均选取其默认值.

图 4.1, 4.2和 4.3展示了不同算法的 KKT违反度的变化情况. 从图中,我们可
以看出,加速技术明显提升了原有收缩类算法的收敛速度. 特别地,在图 4.3中,我
们发现加速后的收缩类算法的迭代步数要少于原有的收缩类算法,甚至也少于乘
子校正算法 GR-BB.除此之外,我们还发现尽管乘子校正算法 GR-BB与加速后的
收缩类算法有相同的校正步,但其数值表现仍然不同于收缩类算法. 在大部分的
测试问题中, GR-BB都具有更好的表现. 而投影收缩算法和 QR分解收缩算法的
表现基本类似. 从图中,我们还发现了一个有趣的现象,经过加速后的投影和 QR
分解收缩类算法有完全相同的迭代点列,也就是说加速后的两类算法等价. 事实
上,我们选取的收缩映射 (4.6)和 (4.7)本质上都是在 X − tD的值空间选取正交矩

阵,也就是 Rpj
X(tD),Rqr

X (tD) ∈ DPSn,p (X−tD). 因此两类收缩算法生成的子问题 (4.3)
相同,从而得到了一样的加速点.

我们在注 4.1中提到,尽管加速技术减少了原有算法的迭代步数,但是我们还
应考虑其带来的额外计算. 因此,在表 4.1中,我们列出了不同算法详细的数值结
果. 从表中,我们发现所有算法都可以求解到同样的函数值,同时也有相同量级的
KKT违反度. 从迭代步数和 CPU时间上,我们发现尽管加速步引入了额外的计算
量,但是其带来的迭代步数降低是显著的. 在总的 CPU时间上,加速后的收缩类
算法相较于原收缩算法需要更少的运行时间. 这说明我们提出的子空间加速技术
有效且实用.
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图 4.1加速收缩类算法的数值比较: 变量的列数 p

Figure 4.1 Performance of accelerated retraction-based methods: width of variable p
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图 4.2加速收缩类算法的数值比较: G列范数的变化率 ζ

Figure 4.2 Performance of accelerated retraction-based methods: G parameter ζ

10 20 30 40 50 60

iteration

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

K
K

T
 v

io
la

ti
o

n

n=3000,p=60

GR-BB

ManPJ-BB

ManPJ-BB-C

ManQR-BB

ManQR-BB-C

(a) ξ = 0

20 40 60 80 100 120 140

iteration

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

K
K

T
 v

io
la

ti
o

n

n=3000,p=60

GR-BB

ManPJ-BB

ManPJ-BB-C

ManQR-BB

ManQR-BB-C

(b) ξ = 0.5

图 4.3加速收缩类算法的数值比较: A的正定性 ξ

Figure 4.3 Performance of accelerated retraction-based methods: nonnegtivity of A, ξ

76



第 4章子空间加速的收缩类算法

变化参数 测试方法 函数值 KKT违反度 总迭代数 CPU时间 (s)

p = 30

GR-BB -17.7869766760 8.15e-09 21 0.35
ManPJ-BB -17.7869766760 2.09e-08 24 0.36
ManPJ-BB-C -17.7869766760 5.84e-09 21 0.34
Man-BB –17.7869766760 9.58e-09 26 0.38
ManQR-BB-C -17.7869766760 5.84e-08 21 0.35

p = 120

GR-BB -25.5806718521 2.04e-08 31 1.80
ManPJ-BB -25.5806718521 3.51e-08 149 5.76
ManPJ-BB-C -25.5806718521 3.60e-08 104 5.24
ManQR-BB -25.5806718521 3.45e-08 158 6.22
ManQR-BB-C -25.5806718521 3.60e-08 104 5.18

ζ = 1.01

GR-BB -43.6334383053 3.02e-08 20 0.62
ManPJ-BB -43.6334383053 8.93e-09 20 0.45
ManPJ-BB-C -43.6334383053 3.29e-08 16 0.43
ManQR-BB -43.6334383053 2.25e-08 20 0.44
ManQR-BB-C -43.6334383053 3.29e-08 16 0.42

ζ = 1.1

GR-BB -10.9204582842 1.19e-08 32 0.98
ManPJ-BB -10.9204582842 2.33e-08 278 5.91
ManPJ-BB-C -10.9204582842 2.27e-08 157 4.07
ManQR-BB -10.9204582842 2.34e-08 229 4.82
ManQR-BB-C -10.9204582842 2.24e-08 156 4.00

ξ = 0

GR-BB -44.7900645660 4.76e-08 52 1.59
ManPJ-BB -44.7900645660 2.79e-08 62 1.37
ManPJ-BB-C -44.7900645660 3.08e-08 34 0.90
ManQR-BB -44.7900645660 3.89e-08 60 1.26
ManQR-BB-C -44.7900645660 3.08e-08 34 0.90

ξ = 0.5

GR-BB -23.3612295898 3.33e-08 98 2.89
ManPJ-BB -23.3612295898 3.46e-08 154 3.27
ManPJ-BB-C -23.3612295898 1.64e-08 99 2.53
ManQR-BB -23.3612295898 1.57e-08 148 3.06
ManQR-BB-C -23.3612295898 1.64e-08 99 2.57

表 4.1加速收缩类算法的数值比较结果

Table 4.1 Comparison on accelerated retraction-based methods
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4.5 小结

在本章中,对于正交约束优化问题 (4.1),考虑其目标函数的特殊结构,我们提
出了一个新的子空间加速算法. 其中,子空间加速的思想主要来自于第 3章的乘
子校正步. 通过考虑一个更小的限制在子空间的优化问题,我们可以将原有的可
行下降算法进行加速. 其中,我们特别考虑了收缩类线搜索算法,由此得到了加速
的收缩类算法. 进一步,我们给出了算法的全局收敛性以及局部线性收敛速度. 数
值实验说明了我们的加速技术高效且实用.

78



第 5章基于增广 Lagrange函数的并行算法

第 5章 基于增广 Lagrange函数的并行算法

众所周知, 正交化过程具有较低的可扩展性, 由此正交约束优化问题的可并
行算法设计变得极其艰难. 尽管如此,在一些应用中,可并行算法的需求却变得越
来越大,例如材料计算. 在本章中,我们提出了一个用于求解正交约束优化问题的
邻近点线性化增广 Lagrange算法 (PLAM) .不同于经典的增广 Lagrange函数法,
在我们的算法中,原始变量的更新通过极小化增广 Lagrange函数的邻近点线性化
逼近得到. 同时, 对偶变量由其一阶稳定点处的显式解更新得到. 当问题的求解
需要高精度的可行性时,正交化过程只会出现在算法的最后一步,作为后处理. 由
此,新算法的主要步骤都可以很自然地进行矩阵计算层面的并行化. 进一步,我们
在一些较弱假设条件下证明了算法的全局子列收敛性,最坏情况下的复杂度以及
PLAM的局部收敛速度. 此外,为了减弱罚参数对算法的敏感性,我们提出了一个
改进的 PLAM 方法, 叫作 PLAM 的可并行列极小化算法 (PCAL). 串行的数值实
验结果说明了算法 PLAM的新乘子更新方式显著加速了算法的收敛速度,并且数
值表现与已有的针对正交约束优化问题的可行方法不相上下. 同时, PCAL的数
值表现也并不很依赖于罚参数的选取. 并行环境下的数值实验验证了我们的算法
PCAL有较好的数值表现并且具有较高的可扩展性.

5.1 引言

在本章中,我们考虑如下的正交约束优化问题,

min
X∈Rn×p

f (X)

s. t. X⊤X = Ip,
(5.1)

其中 Ip 是 p阶单位矩阵, 2p ≤ n. 对于目标函数 f , 我们仅有如下的连续可微假
设. 在一些理论分析中,如果需要函数 f 的二次可微性,我们将会特别提及.

假设 5.1. 函数 f 连续可微.

在第 2章中, 我们详细介绍了针对正交约束优化问题 (5.1)的实际应用和已
有优化算法. 其中, Kohn-Sham总能量泛函极小化问题的变量规模经常非常巨大,
因此对于正交约束优化问题的高效求解器的开发变得至关重要. 目前已有的正交
约束优化算法都只能处理一些较小规模的问题. 然而,当变量矩阵的列数 p变得

很大的时候, 求解正交约束优化问题的主要瓶颈是其算法并发性的缺乏, 也就是
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不易被并行计算. 因此,并行算法的研究是目前优化领域中的迫切需求. 尽管高可
扩展性的算法在近些年越来越得到 Kohn-Sham密度泛函理论领域的关注,但是目
前除了 [57]之外还没有其他成功的尝试.

事实上, 我们发现并行化对于正交约束优化问题而言特别困难, 其主要原因
是无论考虑任何算法,正交化计算过程的可扩展性都会很低. 目前几乎所有的有
效算法都需要可行的迭代点列. 也就是说,为了实现可行性,这些算法或多或少都
需要进行显式或隐式的正交化计算. 这种计算通常缺乏可扩展性,因此在相应的
算法中,正交化过程计算量占比巨大. 例如,我们考虑离散的 Kohn-Sham总能量极
小化问题,在每一步迭代计算中,函数值和一阶导数的计算需要O(n log n+np)或

者 O(np) 个浮点运算, 不同的计算量取决于使用平面波离散还是有限差分离散.
一般来讲,在求解问题的任意优化算法中,每步主要的迭代计算包括: 用于 BLAS3
的 O(np2)个浮点运算,以及正交化过程的 O(p3)个浮点运算. 其中, BLAS3的计
算可以被高效并行,而正交化过程的并行计算却很难实现.

为了突破这个瓶颈, 我们建议采用不可行方法来代替可行方法. 参考 2.3.2
小节的讨论, 针对一般的正交约束优化问题, 目前还没有实际有效的不可行方
法. 已有的不可行方法, 要不就是对于特殊问题 (Rayleigh-Ritz迹)的极小化 (2.3)
[49, 121], 要不就是采用交替方向乘子法 (ADMM)框架, 引入辅助变量来分离目
标函数与正交约束 [117]. 第一种方法很难推广到一般的目标函数,而第二种方法
总体而言表现不佳,具体的数值例子可参见本章数值实验一节.

接下来,我们考虑新的不可行算法框架.

5.2 乘子显式更新算法

5.2.1 增广 Lagrange函数法

如果我们不需要每步迭代点都满足可行性, 那么一个直接的方法是罚函数
法. [49]考虑了针对特征值问题的 Courant罚函数 [118],我们简单实现后发现其
很难推广到一般的正交约束优化问题. 因此,我们考虑另一类常用的罚函数法: 增
广 Lagrange函数法 (ALM) [3, 136, 137],也称为乘子法.

首先,我们定义问题 (5.1)的增广 Lagrange函数,

Lβ(X,Λ) = f (X) − 1

2
⟨Λ, X⊤X − Ip⟩ +

β

4
| |X⊤X − Ip | |2F

= f (X) +
β

4





X⊤X −
(
Ip +

1

β
Λ

)



2
F
− 1

4β
| |Λ| |2F, (5.2)
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其中 β是罚参数, Λ ∈ SRp,p表示正交约束对应的 Lagrange乘子. 增广 Lagrange函
数法的步骤如算法 6所示.

算法 6:增广 Lagrange函数法 (ALM)

1 初始化: Λ0 ∈ Rp×p;令 k := 0

2 while停机准则不满足 do

3 关于原始变量 X 极小化增广 Lagrange函数,得到

Xk+1 := argmin
X∈Rn×p

Lβ(X,Λk), (5.3)

4 更新 Lagrange乘子

Λk+1 := Λk − β(Xk+1⊤Xk+1 − Ip). (5.4)

5 必要时更新罚因子 β.
6 令 k := k + 1.

7 返回 Xk .

注 5.1. 我们知道,当 Lagrange乘子恰当并且罚参数 β足够大时,增广 Lagrange函

数是精确罚函数 [3],也就是说,原问题的解也是增广 Lagrange函数无约束优化问

题的解. 在这种情况下, 我们必须要求 Lagrange 乘子更新满足, 对偶梯度上升法

(5.4)或者极小化 KKT系统得到的线性最小二乘问题的解. 一般来讲,算法 6对于

带有线性约束的问题具有良好的表现, 然而对于非线性约束的优化问题, 目前在

实际中我们还不清楚如何有效的选取罚参数 β,使其对算法的数值表现不敏感.

本章的主要目标是针对问题 (5.1),寻找一种不可行算法,使其和已有的可行
方法计算代价相似. 否则, 我们很难从并行化计算的过程获得较高的收益. 基于
此种目的,我们非常细致的测试了经典的算法 6,并且极尽可能的去调整罚参数 β

的选取. 不幸的是, 对于正交约束优化问题 (5.1), 经典的增广 Lagrange函数法远
不能满足我们求解实际问题的需要. 因此,我们需要采取一种新的方法来改进经
典的增广 Lagrange函数法.
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5.2.2 乘子显式更新的增广 Lagrange函数法

回顾问题 (5.1)的一阶最优性条件,
(In − X X⊤)∇ f (X) = 0; (次稳定性)

X⊤∇ f (X) = ∇ f (X)⊤X; (对称性)

X⊤X = Ip . (可行性)

(5.5)

根据推论 2.1,我们知道 Lagrange乘子 Λ在任意一阶稳定点处,都有如下的显式表
达式

Λ = ∇ f (X)⊤X = X⊤∇ f (X). (5.6)

因此,在算法 6中,最直接也是最自然的想法就是采取如下的乘子对称化形式作
为新的乘子更新公式.

Λ = Ψ(∇ f (X)⊤X), (5.7)

其中 Ψ(A) := (A + A⊤)/2. 值得说明的是, 对称化过程是必要的, 因为表达式
∇ f (X)⊤X 的对称性在每一步迭代中并不能够得到保证.

在接下来的引理和理论分析中, 我们证明了如果算法 6采用 (5.7)式所示的
乘子更新方式,则其对应的增广 Lagrange函数仍是精确罚函数,并且罚参数 β的

精确下界可以得到估计. 由此,我们可以省去罚参数 β的更新.

引理 5.1. 令 X∗是如下问题的二阶稳定点

min
X∈Rn×p

Lβ(X,Λ∗) (5.8)

其中 Λ∗ = Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗). 假设 β > λmax(∇2 f (X∗)),则 X∗ 也是问题 (5.1)的二阶
稳定点. 进一步,在 X∗处,最优性条件 (5.5)成立.

证明. 首先,我们有

∇XLβ(X∗,Λ∗) = ∇ f (X∗) + βX∗
(
X∗⊤X∗ −

(
Ip +

1

β
Λ∗

))
; (5.9)

∇2
XXLβ(X∗,Λ∗)[S] = ∇2 f (X∗)[S] + βS

(
X∗⊤X∗ −

(
Ip +

1

β
Λ∗

))
+βX∗(S⊤X∗ + X∗⊤S). (5.10)

因为 X∗是问题 (5.8)在 Λ∗ = Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗)下的二阶稳定点,由定义 2.3,我
们有

∇Lβ(X∗,Λ∗) = 0; (5.11)

⟨S,∇2
XXLβ(X∗,Λ∗)[S]⟩ ≥ 0, ∀S , 0. (5.12)
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接着将 (5.9)式带入 (5.11)式,我们得到

∇ f (X∗) − X∗Λ∗ − βX∗(Ip − X∗⊤X∗) = 0. (5.13)

在 (5.13)式的两边左乘 X∗⊤,我们有

X∗⊤∇ f (X∗) = X∗⊤X∗Λ∗ + βX∗⊤X∗(Ip − X∗⊤X∗). (5.14)

假设 X∗ = UΣV⊤是 X∗的奇异值分解,其中 U ∈ Sn,p, Σ ∈ Dp 且 V ∈ Sp,p. 由
此我们推出, X∗⊤X∗ = VΣ2V⊤. 进一步,我们有

X∗⊤∇ f (X∗) − βVΣ2V⊤ = VΣ2V⊤Λ∗ − βVΣ4V⊤.

在等式两边左乘 V⊤并且右乘 V ,我们得到

V⊤X∗⊤∇ f (X∗)V − βΣ2 = Σ2(V⊤Λ∗V − βΣ2).

两边取算子 Φ( · ) = Diag(diag( · ))并利用

diag(V⊤X∗⊤∇ f (X∗)V) = diag(V⊤∇ f (X∗)⊤X∗V) = diag(V⊤Λ∗V), (5.15)

我们得到

(Ip − Σ2)(Φ(V⊤Λ∗V) − βΣ2) = 0, (5.16)

由此推出

D(Φ(V⊤Λ∗V) − βΣ2) = 0, (5.17)

其中矩阵 D ∈ Dp 满足

Dii =


0, 如果 (Ip − Σ2)ii = 0;

1, 否则,
∀i = 1, ..., p.

另一方面,因为 n ≥ 2p,故存在 Ũ ∈ Sn,p 使得 Ũ⊤U = 0. 令 S = ŨDV⊤,如果
S , 0,我们将 S带入 (5.10)式得到

⟨S,∇2
XXLβ(X∗,Λ∗)[S]⟩

= tr(S⊤∇2 f (X∗)[S]) − βtr(S⊤S) − tr(S⊤S(Λ∗ − βX∗⊤X∗))

= tr
(
S⊤(∇2 f (X∗) − βI)[S]

)
− tr(V⊤S⊤SVV⊤(Λ∗ − βVΣ2V⊤)V)

= tr
(
S⊤(∇2 f (X∗) − βI)[S]

)
− tr(D2(V⊤Λ∗V − βΣ2))

= tr
(
S⊤(∇2 f (X∗) − βI)[S]

)
− tr(D2(Φ(V⊤Λ∗V) − βΣ2)).
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其中 I 表示从 Rn×p 到 Rn×p 的恒等映射. 结合二阶最优性条件 (5.12), 关系式
(5.17)和 β的假设,我们得到

0 ≤ ⟨S,∇2
XXLβ(X∗,Λ∗)[S]⟩ = tr

(
S⊤(∇2 f (X∗) − βI)[S]

)
< 0, (5.18)

由此得到矛盾. 故 S = 0,从而 Σ = Ip. 因此,我们有 X∗ ∈ Sn,p. 结合 (5.11)式和
(5.12)式,我们可以很容易验证最优性条件 (5.5)成立. 由此引理得证. □

引理 5.1保证了使用乘子精确更新公式 (5.7)的增广 Lagrange函数仍是一个
精确罚函数. 进一步,为了得到一阶方法的收敛性,我们需要建立一阶版本的引理
5.1. 此外, 为了得到算法的全局收敛速度, 我们还需要建立可行性违反度和一阶
最优性条件之间的关系.

引理 5.2. 对于任意满足 σmin(X∗) > 0的 X∗,假设 β >
| |∇ f (X∗) | |2 · | |X∗ | |2+δ

σ2
min(X

∗)
,其中 δ > 0.

则下式成立

| |X∗⊤X∗ − Ip | |F ≤
||X∗ | |2
δ
· | |∇XLβ(X∗,Λ∗)| |F, (5.19)

其中 Λ∗ = Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗). 特别的,如果 X∗还是如下问题

min
X∈Rn×p

Lβ(X,Λ∗)

的一阶稳定点,其中 Λ∗ = Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗),则 X∗也是原问题 (5.1)的一阶稳定点.

证明. 为了简便起见,我们记 G = ∇XLβ(X∗,Λ∗). 在 (5.9)式两端左乘 X∗⊤,并利用
X∗的奇异值分解 X∗ = UΣV⊤,我们得到

X∗⊤G = X∗⊤∇ f (X∗) − βVΣ2V⊤ − VΣ2V⊤Λ∗ + βVΣ4V⊤.

对上式两端左乘 V⊤并右乘 V ,我们得到

V⊤X∗⊤GV = V⊤X∗⊤∇ f (X∗)V − βΣ2 − Σ2
(
V⊤Λ∗V − βΣ2

)
.

对上式取算子 Φ且利用 (5.15)式,我们有

Φ(V⊤X∗⊤GV) = (Ip − Σ2)(Φ(V⊤Λ∗V) − βΣ2). (5.20)

因为 β > (| |∇ f (X∗)| |F · | |X∗ | |2 + δ) /σ2
min(X

∗),我们得到

βσ2
min(X

∗) ≥ ||∇ f (X∗)| |2 · | |X∗ | |2 + δ,
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由此推出

σmin(βΣ
2) ≥ ||V⊤Λ∗V | |2 + δ ≥ ||Φ(V⊤Λ∗V)| |2 + δ.

从而,

σmin
(
βΣ2 − Φ(V⊤Λ∗V)

)
≥ δ (5.21)

成立. 将 (5.21)式代入 (5.20)式,我们得到

| |X∗ | |2 | |G | |F ≥ ||Φ(V⊤X∗⊤GV)| |F = | |(Ip − Σ2)(Φ(V⊤Λ∗V) − βΣ2)| |F

≥ ||Ip − Σ2 | |F · σmin
(
βΣ2 − Φ(V⊤Λ∗V)

)
≥ ||Ip − X∗⊤X∗ | |F · δ.

因此,引理得证. □

5.3 可并行算法

在本节中,针对正交约束优化问题 (5.1),我们提出一个可并行算法以及它的
一个变种. 这两种方法都基于增广 Lagrange函数 (5.2),并且都采用了新的乘子显
式更新来替代经典算法 6中的乘子对偶上升步.

我们的算法与经典的增广 Lagrange函数法的另一个不同之处是关于原始变
量的更新,在我们的算法中,增广 Lagrange子问题的目标函数由其邻近点线性化
逼近得到.

5.3.1 邻近点线性化增广 Lagrange算法

通常来讲,在算法 6中,增广 Lagrange子问题 (5.3)一般都没有显式解. 有时,
甚至求解问题 (5.3)都变得十分困难. 因此,我们考虑非精确求解子问题 (5.3),其
主要思想是构造增广 Lagrange函数的简单逼近. 给定当前迭代点 Xk ,我们定义如
下的邻近点线性化增广 Lagrange函数,

L̃β(X) = tr(∇XLβ(Xk,Λk)⊤(X − Xk)) +
ηk

2
| |X − Xk | |2F . (5.22)

利用上述逼近以及新的乘子显式更新格式,我们可以得到如下的邻近点线性化增
广 Lagrange算法.

算法 7的主要计算代价集中在第 3步和第 4步. 其中,步 3只引入了基础的
BLAS3 (矩阵乘法)代数运算. 而步 4中的极小化子问题 (5.24)本质上是一个梯度
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算法 7:邻近点线性化增广 Lagrange算法 (PLAM)

1 初始化: 取 X0 ∈ Rn×p,令 k := 0;
2 while停机准则不满足 do

3 计算 Lagrange乘子

Λk := Ψ(∇ f (Xk)⊤Xk). (5.23)

4 极小化邻近点线性化增广 Lagrange函数,得到

Xk+1 := argmin
X∈Rn×p

L̃β(X). (5.24)

5 令 k := k + 1.

6 返回: Xk .

下降步,

Xk+1 = Xk − 1

ηk
∇XLβ(Xk,Λk)

= Xk − 1

ηk

(
∇ f (Xk) + βXk

(
Xk⊤Xk − Ip −

1

β
Λk

))
= Xk − 1

ηk

(
∇ f (Xk) − XkΨ(∇ f (Xk)⊤Xk) + βXk(Xk⊤Xk − Ip)

)
,(5.25)

其中最后一步根据公式 (5.23)得到. 显然, (5.25)式中引入的代数运算也同样属于
BLAS3.

我们注意到 1/ηk 本质上就是梯度步的步长. 因此,邻近点参数 ηk 的选取方

式可以和经典梯度法 (1.1.3小节)的步长选取类似. 在数值实验部分,我们将详细
讨论 ηk 的选取.

5.3.2 可并行的列极小化算法

算法 PLAM一个明显的缺陷是,当我们对罚参数 β和邻近点参数 ηk 不加任

何限制时,迭代点列的有界性将很难得到保证. 理论上来讲,为了保证算法的全局
收敛性,参数 β的值需要充分大. 相应的, ηk 的值也要充分大才行,这也就意味着
我们采取了充分小的步长,这将会导致算法收敛速度变慢. 事实上,根据一些经验
性的观察,我们发现 PLAM的表现与参数 β和 ηk 的选取密切相关. 总而言之,如
何选取这两个参数使得算法 7表现优异并不是一件很容易的事.

因此, 我们提出一个算法 PLAM 的改进版本. 新的算法基于 PLAM, 但是在
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步 4增加了冗余的列单位球约束. 由此,算法得到的迭代点列将会限制在一个紧
集上,从而迭代点列有界. 首先,我们注意到 L̃β(X) =

∑p
i=1 L̃

(i)
β (Xi),其中

L̃(i)
β (x) := ∇XLβ(Xk,Λk)⊤i (x − Xk

i ) +
ηk

2
| |x − Xk

i | |22 .

算法 8展示了改进后的 PLAM算法.

算法 8: PLAM的可并行列极小化算法 (PCAL)

1 初始化: 取 X0 ∈ Rn×p,令 k := 0;
2 while停机准则不满足 do

3 由 (5.23)式或

Λk := Ψ(∇ f (Xk)⊤Xk) + Φ
(
Xk⊤∇XLβ(Xk,Ψ(∇ f (Xk)⊤Xk))

)
, (5.26)

计算 Lagrange乘子.
4 for i = 1, ..., p do

5 极小化邻近点线性化增广 Lagrange函数

Xk+1
i := argmin

x∈Rn
L̃(i)
β (x)

s. t. | |x | |2 = 1.
(5.27)

6 更新 Xk+1 = [Xk+1
1 , . . . , Xk+1

p ],令 k := k + 1.

7 返回: Xk .

算法 8中的子问题 (5.27)能以列并行化的方式并行求解. 事实上,每个子问
题都有显式解

Xk+1
i =

Xk
i − 1

ηk∇XLβ(Xk,Λk)i


Xk
i − 1

ηk∇XLβ(Xk,Λk)i





2

.

对于算法 PCAL,我们可以采用 PLAM同样的 Lagrange乘子更新方式,也就
是公式 (5.23). 为了得到更好的算法表现,我们也采取了启发式的更新公式 (5.26).
其具体形式由如下观察得到. 在一阶最优性条件 (5.5)中,我们强加一组额外的球
约束,由此得到 

∇ f (X) = XΛ + XD;

X⊤X = Ip,
(5.28)

其中 D ∈ Dp,并且 D由子问题 (5.27)中变量 Xi 的 Lagrange乘子决定.
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5.3.3 计算量比较

函数计算

f (X) := 1
2
tr(X⊤AX) + tr(G⊤X)

AX
A: 稠密 A: 稀疏 A: 稀疏
2n2p O(np)

O(np)∇ f (X) = AX +G np

1
2
tr(X⊤AX) + tr(G⊤X) 4np

KKT: ∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X

∇ f (X)⊤X 2np2

4np2 + np
X(∇ f (X)⊤X) 2np2

可行性: X⊤X − I

X⊤X np2 np2 + np

算法

PLAM
X(X⊤X − I) 2np2

4np2 +O(np)
XΨ(∇ f (X)⊤X) 2np2

PCAL

X(X⊤X − I) 2np2

4np2 +O(np)
XΨ(∇ f (X)⊤X) 2np2

Φ
(
Xk⊤∇XLβ(X

k,Ψ(∇ f (Xk)⊤Xk))
)

O(np)

XΛ = XΨ(·) + XΦ(·) O(np)

MOptQR (cholesky LL⊤)

V := X − τ(∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X) 2np

3np2 + O(p3) +O(np)
V⊤V np2

chol(V⊤V) = LL⊤ p3/3

VL−⊤ 2np2 + O(p3)

MOptQR (Gram-Schmidt) 2np2 2np2 +O(np)

总计

PLAM 7np2 +O(np)

PCAL 7np2 +O(np)

MOptQR cholesky算法: 7np2 + O(p3) +O(np), Gram-Schmidt算法: 4np2 + 2np2 +O(np)

表 5.1计算量的比较

Table 5.1 The comparison of computational cost

在本小节中, 我们比较不同算法之间的每步迭代计算量, 基础的线性代数操
作计算量和总计算量列在表 5.1中.

其中,用方框标记的项都是无法进行并行计算的. 从表 5.1中我们发现,在理
论的并行可扩展性方面,我们的新算法比已有的可行方法更具优势. 在实际中,对
KKT的计算,我们采用 XΨ(∇ f (X)⊤X)而不是 X(∇ f (X)⊤X) ,这是由于在任意一
阶稳定点附近它们已经非常相近,由此,我们可以节省 2np2个浮点运算的计算量.

5.4 收敛性分析

在本节中我们主要讨论算法 PLAM的收敛性分析. 在相应的合理假设下,我
们分析了算法的全局收敛性,最坏情况下的复杂度和 Q-线性局部收敛速度.
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5.4.1 PLAM的全局收敛性

为了证明算法 7的收敛性,除了假设 5.1之外,我们还需对初始值及参数 β和

ηk 做一些合理的假设. 为了叙述方便,接下来我们先给出这些条件.

假设 5.2. 对于给定的 X0,如果存在 σ ∈ (0, 1)使得

σmin(X0) ≥ σ, 0 < | |X0⊤X0 − Ip | |F ≤ 1 − σ2,

则我们称其为一个合格的初始值.

上述假设的要求并不苛刻,在实际中可以很容易构造满足假设的初始点 X0.
接下来,我们给出两类初始点的选取方法.

例 5.1. 第一类: X0 = QΣ,其中Q ∈ Sn,p, Σ = Diag(1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
p−1

, σ),任意给定 σ ∈ (0, 1).

可以验证 σmin(X0) = σ且 | |X0⊤X0 − Ip | |F = 1 − σ2 > 0.

例 5.2. 第二类: X0 < Sn,p 满足 σ2
min(X

0) > 1 − 1√
p
且 σ2

max(X
0) < 1 + 1√

p
. 在这种情

况下, 0 < | |X0⊤X0 − Ip | |F立即成立. 令

σ =

√
min

{
1 − 1
√

p
,
√

p
(
1 +

1
√

p
− σ2

max(X0)

)
,
√

p
(
σ2
min(X

0) − 1 + 1
√

p

)}
,

则不难推出 σmin(X0) > σ > 0. 进一步,我们有

| |X0⊤X0 − Ip | |F ≤
√

p · | |X0⊤X0 − Ip | |2

≤ √p ·
√
max{λ2max(X0⊤X0 − Ip), λ2min(X

0⊤X0 − Ip)}.

由

λmax(X0⊤X0 − I) = λmax(X0⊤X0) − 1 = σ2
max(X

0) − 1 ≤ 1
√

p
−
σ2

√
p
,

λmin(X0⊤X0 − I) = λmin(X0⊤X0) − 1 = σ2
min(X

0) − 1 ≥
σ2

√
p
− 1
√

p
,

我们得到 | |X0⊤X0 − Ip | |F ≤
√

p ·
(

1√
p
− σ2

√
p

)
= 1 − σ2.

接下来,我们列出在本节中用到的特殊记号.

R = | |X0⊤X0 − Ip | |F; C = {X | | |X⊤X − Ip | |F ≤ R}; f = min
X∈C

f (X);

M = max
X∈C
| |X | |2; N = max

X∈C
| |∇ f (X)| |F; L = max

X∈C
| |∇2 f (X)| |2.

(5.29)
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我们引入如下的评价函数

h(X) := f (X) − 1

2

⟨
Ψ(∇ f (X)⊤X), X⊤X − Ip

⟩
+
β

4
| |X⊤X − Ip | |2F . (5.30)

假设函数 f (X)二次连续可微,则我们有 ∇ f (X)在紧集 C 上 Lipschitz连续. 也就
是,存在常数 Lh > 0,与 β有关,使得

| |∇h(X) − ∇h(y)| |F ≤ Lh | |X − Y | |F, ∀ X,Y ∈ C. (5.31)

算法的参数 β和 ηk ,以及其他在证明中用到的常数定义如下.

假设 5.3.

c1 ∈
(
0,
1

2

)
; β > max

{
MN
σ2

+

√
M2N2

σ4
+

(N + LM)2

4σ2(1 − 2c1)
,

MN
σ

,
4MN
σ2

}
;(5.32)

c2 ∈
(
0,

R2(βσ2 − 4MN)

2N2
L

]
; ηk ∈

[
η, η̄

]
, (5.33)

其中 η = max
{

Lh

2c1
,
2NLM + NL

√
4M2 + 2R

R
,

R + 2M2

c2

}
,

NL = (1 + M2)N + βRM, η̄ ≥ η.

注 5.2. 假设 5.3中的条件适用于理论分析. 在实际中,满足条件的参数 β和 ηk 将

会非常局限.

接下来我们列出算法的收敛性证明框架. 假设 {Xk} 是由算法 7生成的迭代
点列. 收敛性证明的步骤包括:

1) 任意迭代点 Xk 都属于 C,且 σ是迭代点 Xk 奇异值的一个一致下界;
2) 评价函数 h(X)下有界;
3) {h(Xk)}单调下降,因此收敛;
4) {Xk} 的任意聚点, 记为 X∗, 都是增广 Lagrange 问题 (5.8) 的一阶稳定点,

其中 Λ∗ = Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗).
5) {Xk}的任意聚点,记为 X∗,都是原正交约束优化问题 (5.1)的一阶稳定点.

接下来,我们给出引理和推论来说明上述证明步骤成立.

引理 5.3. 令 {Xk}是由算法 7从初始点 X0生成的迭代点列,其中初始点 X0满足

假设 5.2并且问题的参数满足假设 5.3. 则我们有

σmin(Xk) ≥ σ, Xk ∈ C. (5.34)
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证明. 我们采用数学归纳法. 首先, 由假设 5.2我们立即可得条件 (5.34)对于 X0

成立. 接下来我们研究当条件 (5.34)对 Xk 成立时, (5.34)是否对 Xk+1成立. 我们
分两种情况讨论.

情况一, | |Xk⊤Xk − Ip | |F ≤ R
2
. 这时,我们有

| |Xk+1⊤Xk+1 − Ip | |F

=





(Xk − 1

ηk
∇XLβ(Xk,Λk)

)⊤ (
Xk − 1

ηk
∇XLβ(Xk,Λk)

)
− Ip






F

≤ ||Xk⊤Xk − Ip | |F +
2

ηk
| |Xk | |2 | |∇XLβ(Xk,Λk)| |F +

1

(ηk)2
| |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F .

通过验算,我们不难得到

| |∇XLβ(Xk,Λk)| |F =



∇ f (Xk) − XkΨ(∇ f (Xk)⊤Xk) + βXk(Xk⊤Xk − Ip)





F

≤ (1 + M2)N + βRM = NL

对任意的 Xk ∈ C都成立. 利用 Xk ∈ C, (5.29)和 (5.33),我们有

2

ηk
| |Xk | |2 | |∇XLβ(Xk,Λk)| |F +

1

(ηk)2
| |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F ≤

R
2
,

由此推出 | |Xk+1⊤Xk+1 − Ip | |F ≤ R. 这也就证明了 (5.34)对 k + 1成立.

情况二, | |Xk⊤Xk − Ip | |F > R
2
. 为了简便起见,我们记 c(X) = 1

2
| |X⊤X − Ip | |2F,

d = ∇ f (Xk) − XkΛk, C = Xk⊤Xk − Ip, δ = XkC. (5.35)

根据 σmin(Xk) ≥ σ和 Xk ∈ C,我们有

∥δ∥F >
Rσ
2
. (5.36)

又因为当 A对称时, tr(AB) = tr(AB⊤)成立,从而我们有

tr(CXk⊤∇ f (Xk)) = tr(C∇ f (Xk)⊤Xk) = tr(CΛk).

因此,我们推出

⟨d, δ⟩ = tr(CXk⊤∇ f (Xk) − CXk⊤XkΛk)

= tr(CXk⊤∇ f (Xk) − C(C + Ip)Λk) = −tr(C2Λk). (5.37)
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注意到 Lc = 2R + 4M2 是 ∇c(X)在 C 上的 Lipschitz常数. 结合 (5.33), (5.36)和
(5.37)式,我们有

tr
(
∇XLβ(Xk,Λk)⊤∇c(Xk)

)
− c2 | |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F

≥ 2⟨d + βδ, δ⟩ − c2N2
L = 2β ∥δ∥2F + 2⟨d, δ⟩ − c2N2

L

>
βR2σ2

2
− 2 ∥C∥2F · tr(Λk) − c2N2

L

≥
βR2σ2

2
− 2R2MN − c2N2

L ≥ 0.

根据 Taylor展开,我们得到

c(Xk+1) = c
(
Xk − 1

ηk
∇XLβ(Xk,Λk)

)
≤ c(Xk) − 1

ηk
⟨
∇XLβ(Xk,Λk),∇c(Xk)

⟩
+

Lc

2(ηk)2
| |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F

< c(Xk) −
(
c2
η̄
− Lc

2η̄2

)
· | |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F ≤ c(Xk).

结合假设以及 R ≤ 1 − σ2,我们不难得到 σmin(Xk+1) ≥ σ. 由此引理得证. □

引理 5.4. 由 (5.30)式定义的评价函数 h(X)在 C上下有界.

此引理可由 h(X)的连续可微性以及 C的紧性立得,故我们省略证明过程.

引理 5.5. 令 {Xk}是由算法 7从初始点 X0生成的迭代点列,其中初始点 X0满足

假设 5.2并且问题的参数满足假设 5.3. h(X)由 (5.30)式定义. 则我们有

h(Xk) − h(Xk+1) ≥ c3 · | |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F, (5.38)

其中 c3 = c1
η̄
− Lh

2η̄2 > 0.

证明. 首先,我们注意到

∇h(X) = ∇XLβ(X,Ψ(∇ f (X)⊤X)) − 1

2
(∇2 f (X)[X] + ∇ f (X))(X⊤X − Ip).

在此引理的证明中,我们继续使用 (5.35)的记号. 通过计算,我们发现

| |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F −
1

1 − 2c1
| |∇h(Xk) − ∇XLβ(Xk,Λk)| |2F

≥ ||d + βδ | |2F −
(N + LM)2

4(1 − 2c1)
| |C | |2F ≥ 2β⟨d, δ⟩ + β2 | |δ | |2F −

(N + LM)2

4(1 − 2c1)
| |C | |2F

≥ −β ∥C∥2F · tr(Λk) +

(
β2σ2 − (N + LM)2

4(1 − 2c1)

)
· | |C | |2F

≥ −2βMN | |C | |2F +
(
β2σ2 − (N + LM)2

4(1 − 2c1)

)
· | |C | |2F ≥ 0,
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其中,倒数第二个不等式由关系式 (5.37)推出. 因此,我们得到

⟨∇XLβ(Xk,Λk),∇h(Xk)⟩ ≥ c1 | |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F . (5.39)

将 (5.33)和 (5.39)式代入 Taylor展开,我们有

h(Xk+1) = h
(
Xk − 1

ηk
∇XLβ(Xk,Λk)

)
≤ h(Xk) − 1

ηk
⟨
∇X∇h(Xk),Lβ(Xk,Λk)

⟩
+

Lh

2(ηk)2
| |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F

≤ h(Xk) −
(
c1
η̄
− Lh

2η̄2

)
· | |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F .

由此引理得证. □

结合 h(X)在 C 上的有界性,引理 5.5可直接推出 {h(Xk)}的收敛性. 具体来
讲,我们有如下的推论.

推论 5.1. 令 {Xk}是由算法 7从初始点 X0生成的迭代点列,其中初始点 X0满足

假设 5.2并且问题的参数满足假设 5.3. 则算法 k步有限终止得到∇XLβ(Xk,Λk) =

0,或者

lim
k→+∞

∇XLβ(Xk,Λk) = 0.

进一步, {Xk} 至少有一个收敛子序列. {Xk} 的任意聚点, 记做 X∗, 都是增广 La-

grange问题当 Λ∗ = Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗)时的一阶稳定点.

证明. 引理 5.3和 5.5的直接推论. □

最后,我们给出算法 PLAM的全局收敛速度,也就是最坏情况下的复杂度.

定理 5.1. 令 {Xk}是由算法 7从初始点 X0生成的迭代点列,其中初始点 X0满足

假设 5.2并且问题的参数满足假设 5.3. 则序列 {Xk} 至少有一个聚点,且任意聚
点都是原正交约束优化问题 (5.1)的一阶稳定点. 进一步,对于任意的 K > 1,下式

成立,

min
k=0,...,K−1

| |∇XLβ(Xk,Λk)| |F <

√
f (X0) − f + MNR + βR2/4

c3K
. (5.40)

证明. 定理的第一部分可由推论 5.1和引理 5.2直接得到. 在引理 5.5中,我们有

h(X0) −min
X∈C

h(X) ≥ h(X0) − h(XK) ≥
K−1∑
k=0

c3 | |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F

≥ c3K · min
k=0,...,K−1

| |∇XLβ(Xk,Λk)| |2F . (5.41)
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进一步,我们得到

h(X0) ≤ f (X0) +
1

2
MNR +

β

4
R2, min

X∈C
h(X) ≥ f − 1

2
MNR. (5.42)

结合不等式 (5.41)和 (5.42),我们有 (5.40)式成立. □

推论 5.2. 若定理 5.1的所有假设都满足,并且对给定的 β > (MN + δ)/σ, δ > 0定

理成立. 则我们有

min
k=0,...,K−1

max
{
| |Ip − Xk⊤Xk | |F, | |∇XLβ(Xk,Λk)| |F

}
< max

{
M
δ
, 1

} √
f (X0) − f + MNR + βR2/4

c3K
.

证明. 引理 5.2和定理 5.1的直接推论. □

注 5.3. 推论 5.2中的次线性收敛速度告诉我们,当停机准则设为

max
{
| |Ip − Xk⊤Xk | |F, | |∇XLβ(Xk,Λk)| |F

}
< ϵ

时,算法 7至多需要 O(1/ϵ2)次迭代后终止.

5.4.2 PLAM和 PCAL的局部收敛速度

在本小节, 我们考虑当正交约束优化问题 (5.1) 有一个孤立的局部极小值点
时,算法 PLAM的局部收敛性.

定理 5.2. 假设 X∗是问题 (5.1)的一个孤立局部极小值点,同时我们记

τ := inf
0,Y ∈TXSn,p

tr(Y⊤∇2 f (X)[Y ] − ΛY⊤Y)
| |Y | |2F

.

算法的参数满足 β ≥ L+MN+τ
2

和 ηk ∈ [η, η̄],其中 η̄ ≥ η ≥ L + MN + 2β. 则存在

ε > 0使得,算法 7从任意满足 | |X0 − X∗ | |F < ε的初始点 X0出发生成的迭代点列

{Xk},以 Q-线性速度收敛到 X∗ .

证明. 首先,我们考虑迭代点更新公式 (5.24).

Xk+1 = Xk − 1

ηk
∇XLβ(Xk,Ψ(∇ f (Xk)⊤Xk));

X∗ = X∗ − 1

ηk
∇XLβ(X∗,Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗)).

记 δk = Xk − X∗,通过一式减去二式并利用 Taylor展开,我们得到

δk+1 = δk − 1

ηk
∇2

XXLβ(X∗,Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗))[δk ] + o(| |δk | |), (5.43)
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结合 Hesse算子的表达式 (5.12), 性质 ∇ f (X∗)⊤X∗ = Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗)以及 η 的假

设,我们推出 



 1

ηk
∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)[δk ]





F
≤ ||δk | |F. (5.44)

另一方面, δk 能被分解为三项的和,

δk = X∗S + X∗W + K, (5.45)

其中 S ∈ Rp×p 对称, W ∈ Rp×p 反对称, K ∈ Rn×p 与 X∗垂直. 因为 X∗是严格局部

极小值点,且 TXSn,p 是闭集,则我们有 τ > 0. 因此,当 X∗W + K ∈ TXSn,p,下式成
立

tr
(
(X∗W + K)⊤∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)[X∗W + K]
)
≥ τ | |X∗W + K | |2F, (5.46)

进一步,由 β的假设我们可以推出

tr
(
(X∗S)⊤∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)[X∗S]
)

= tr(SX∗∇2 f (X∗)X∗S − S2∇ f (X∗)⊤X∗ + 2βS2) ≥ τ | |X∗S | |2F . (5.47)

结合 (5.46), (5.47), S的对称性, W 的反对称性, K⊤X∗ = 0和 η的假设,我们得到

tr
(
δk
⊤∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)[δk ]
)

= tr
(
(X∗W + K)⊤∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)[X∗W + K]
)

+tr
(
(X∗W + K)⊤∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)[X∗S]
)

+tr
(
(X∗S)⊤∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)[X∗W + K]
)

+tr
(
(X∗S)⊤∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)[X∗S]
)

≥ τ | |X∗W + K | |2F + τ | |X∗S | |2F = τ | |δk | |2F . (5.48)

我们注意到 (5.44)式可推出线性算子

I − 1

ηk
∇2

XXLβ(X∗,∇ f (X∗)⊤X∗)

的半正定性. 结合 (5.48)式,我们得出

| |δk+1 | |F ≤ (1 − τ)| |δk | |F + o(| |δk | |),

由此定理得证. □

注 5.4. 当算法 PCAL的乘子更新采用和 PLAM相同的更新公式 (5.23)时,同理可
得 PCAL的全局收敛性和局部收敛性.
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5.5 数值实验

在本节,我们测试算法 PLAM和 PCAL的数值表现. 首先,在 5.5.1和 5.5.2小
节中,我们分别介绍了算法的实现细节和测试问题. 接着我们从如下的两个方面
展示我们的数值实验.

在第一部分,也就是 5.5.3小节,我们主要在串行环境下确定新算法的默认设
置,其中包括参数的不同选取. 相应的测试环境是一台工作站,其中处理器是一块
2.70GHz×12, 30M缓存的 Intel® E5-2697 v2,内存是 128GB.数值实验的运行环境
是 Ubuntu 12.04下的MATLAB R2016b.

第二部分,在并行环境下,通过和并行版本的MOptQR进行比较,我们研究了
算法 PCAL的并行效率. 5.5.5小节的全部数值实验都是在 LSSC-IV集群1的一个

单节点编译并运行的. 中国科学院“科学与工程计算国家重点实验室”的 LSSC-IV
四号集群系统是一个高性能计算平台. LSSC-IV的操作系统为 Red Hat Enterprise
Linux Server 7.3. 我们测试所使用的节点称为 “b01” ,其包含有两块 2.20GHz×24,
60M缓存的 Intel® E7-8890 v4处理器,并拥有 4TB的共享内存和总计 96个处理
器核.

5.5.1 算法实现细节

在我们的算法 PLAM和 PCAL中有两个参数需要选取. 根据定理 5.1, PLAM
的罚参数选取需要充分大. 尽管我们给出了满足定理假设的参数 β 的合理估计,
但在实际计算中,这个值还是过大,影响了算法的收敛速度. 因此,在接下来的数
值实验中,对于 PLAM,我们选取 β为 s := | |∇2 f (0)| |2的一个上界. 对于 PCAL,我
们令 β为常数 1.

在算法 7和 8中,另一个重要的参数是邻近点参数 η,其倒数恰好是梯度步的
步长. 类似于 β的选取,我们不宜直接采用理论分析中的严格限制. 例如,当迭代
点列靠近最优点的邻域时,参数 ηk 的值经常可以用 | |∇2

XLβ(Xk,Λk)| |F 来逼近. 在
实际中,基于不同的选取方式,我们有如下的 ηk 选取策略:

(i) ηkC := γ,其中 γ > 0是一个充分大的常数.
(ii) 差分逼近:

ηkD :=
| |∇XLβ(Xk,Λk) − ∇XLβ(Xk−1,Λk−1)| |F

| |Xk − Xk−1 | |F
.

1更多信息请参考 http://lsec.cc.ac.cn/chinese/lsec/LSSC-IVintroduction.pdf.
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(iii) BB方法 (参考 1.1.3小节):

ηkBB1 :=

��⟨Sk−1,Y k−1⟩��
⟨Sk−1, Sk−1⟩ , 或 ηkBB2 :=

⟨
Y k−1,Y k−1⟩
|⟨Sk−1,Y k−1⟩| ,

其中

Sk = Xk − Xk−1, Y k = ∇XLβ(Xk,Λk) − ∇XLβ(Xk−1,Λk−1).

(iv) 交替 BB步长 (3.40):

ηkABB :=


ηkBB1, k是奇数,

ηkBB2, k是偶数.

在没有特别提及时,串行和并行实验的停机准则都如下所示.

∇ f (X) − X∇ f (X)⊤X



F

∇ f (X0) − X0∇ f (X0)⊤X0



F
< 10−8.

所有算法的最大总迭代数都设为 3000.

5.5.2 测试问题

在本小节,我们介绍用于数值实验的四类不同的测试问题.

问题 1: 简化的离散 Kohn-Sham总能量极小化问题.

min
X∈Rn×p

1
2
tr(X⊤LX) + α

4
ρ(X)⊤L†ρ(X)

s. t. X⊤X = Ip,
(5.49)

其中矩阵 L ∈ Sn 且 ρ(X) := diag(X X⊤). 在数值实验中,我们令 α = 1,并且 L 由

高斯分布随机生成, 也就是采用 MATLAB 函数, L=randn(n). 此外, 我们还对 L

进行对称化处理, L := 1
2
(L + L⊤). 在这个例子中,我们取 s = ∥L∥2.

问题 2: 一类带有正交约束的二次规划.

min
X∈Rn×p

1
2
tr(X⊤AX) + tr(G⊤X)

s.t. X⊤X = Ip,
(5.50)

其中矩阵 A ∈ Sn 和 G ∈ Rn×p. 此问题已在第 3章中有过详细讨论. 在本章的数值
实验中,我们选取和第 3章相同的问题生成方式. 在这个例子中,我们取 s = ∥A∥2.

问题 3: Rayleigh-Ritz迹极小化,这也是问题 2的特殊情况.

min
X∈Rn×p

1
2
tr(X⊤AX)

s.t. X⊤X = Ip,
(5.51)
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其中矩阵 A ∈ Sn. 在数值实验中,矩阵 A的生成与问题 2相同. 在这个例子中,我
们取 s = ∥A∥2.

问题 4: 另一类带有正交约束的二次规划.

min
X∈Rn×p

1
2
tr(A⊤XBX⊤)

s.t. X⊤X = Ip .
(5.52)

其中矩阵 A ∈ Sn 且 B ∈ Sp. 通过观察我们发现,尽管此问题并不满足第 3章的问
题假设,但我们仍可使用本章的算法 PLAM或者 PCAL.矩阵 A和 B由高斯分布

随机生成,也就是, A =randn(n), A := 1
2
(A+A⊤)且 B =randn(p), B := 1

2
(B+B⊤).

在这个例子中,我们取 s = ∥A∥2 · ∥B∥2.

5.5.3 算法默认参数选取设置

在本小节,我们确定新算法 PLAM和 PCAL的默认参数设置.

在第一个实验中,我们测试 ηk采用四种不同选取方式的算法PLAM和PCAL,
测试问题是问题 1-4. 在策略 (iii)中,由于采用 ηBB1 的算法数值表现优于 ηBB2,故
在此策略中我们只展示 ηBB1的数值结果. 这里,罚参数被固定选取为 β = s + 0.1.
图 5.1 展示了 PLAM 和 PCAL 在不同 ηk 选取下的数值结果. 从子图 (a)-(d) 中,
我们观察到采用 ηABB 选取的 PLAM 有相对较好的表现. 在同样的设定下, 关于
PCAL采用不同 ηk 选取方式的结果展示在子图 (e)-(h)中. 我们注意到采用 ηABB

的 PCAL 算法数值表现优于其他选取. 综上, 我们选取 ηABB 作为算法 PLAM 和
PCAL的默认设置.

接下来我们比较不同参数 β设定下算法 PLAM和 PCAL的数值表现. 在实验
中,我们令 β的选取集合是 {0, 0.01s, 0.1s, s+0.1, 10s+1}. 为了平衡不同选取之间
的差别,在初始设定中我们选取一个相对大的 s作为我们的默认参数. 例如,在问
题 1中,当 ∥L∥2 > 1时,我们选取 s = ∥L∥22+0.5,否则我们选取 s = 1/ ∥L∥2+0.1.
邻近点参数固定为默认值 η = ηABB. 所有的数值结果都呈现在图 5.2中. 我们注
意到在子图 (a)-(d)中,若 PLAM选取相对较小的 β值,则其在某些例子将不会收
敛. 若选取较大的 β 值, 则会导致更慢的收敛速度. 因此, 在实际中一个恰好合
适的 β 值对于 PLAM 的数值表现至关重要. 另一方面, 算法 PCAL 对于 β 的依

赖性可以从子图 (e)-(h)中发现. 在某些例子中,采用越小的 β值 PCAL的表现越
好,在另一些例子中, PCAL的表现则对 β的选取完全不敏感. 为了更深入的研究
PLAM和 PCAL的区别,我们又进行了另一项数值实验,如图 5.3所示. 可以看到,
在同一个问题中, 采用不同的 β 选取, PCAL的表现并不会随着 β 的变化而剧烈
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(h) 问题 4

图 5.1不同邻近点参数 η选取下 KKT违反度的数值比较: PLAM (a)-(d), PCAL (e)-(h) (β =

s + 0.1)

Figure 5.1 A comparison of KKT violation for PLAM (a)-(d) and PCAL (e)-(h) with different η

(β = s + 0.1)
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(h) 问题 4

图 5.2不同罚参数 β选取下 KKT违反度的数值比较: PLAM (a)-(d), PCAL (e)-(h) (η = ηABB)

Figure 5.2 A comparison of KKT violation for PLAM (a)-(d) and PCAL (e)-(h) with different β

(η = ηABB)
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变化,而 PLAM却有明显的不同. 因此,在实际中,我们建议算法 PLAM采用 s的

逼近值作为参数 β 的默认设定, 而 PCAL采用常数值 1. 由于 PCAL对于参数 β

不敏感,故在并行实验环节,我们采用 PCAL作为我们的默认算法代表.
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(b) β = s + 0.1
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(c) β = 10s + 1

图 5.3不同罚参数 β选取的 PLAM和 PCAL的数值比较 (问题 1)

Figure 5.3 A comparison between PLAM and PCAL with different β on Problem 1

算法 PLAM和经典的增广 Lagrange函数法有两个重要的区别. 第一,在原始
变量的更新中,我们采用一个简单的梯度步代替增广 Lagrange子问题的求解. 第
二, 对于对偶变量也就是 Lagrange 乘子的更新, 我们采用一个显式的表达式, 而
不是增广 Lagrange 函数法中的对偶上升步. 为了验证我们提出的新乘子更新公
式的有效性, 我们测试了不同乘子更新方式的算法 PLAM和 PCAL.我们分别用
PLAM-DA 和 PCAL-DA 表示第 3 步采用对偶上升步的算法 7 和 8. 数值实验结
果呈现在图 5.4中. 通过观察,我们发现在求解正交约束优化问题时,我们提出的
新乘子显式更新公式的数值表现要优于传统的对偶上升步. 事实上,这些结果与
经典的增广 Lagrange函数法的理论并不矛盾. 因为在这里,我们并没有精确求解
Lagrange子问题, 而是只进行了一步梯度下降. 除此之外, 对于罚参数 β 的更新,
我们并没有动态调节,只是采用固定常数值. 在已有的测试中,我们也尝试实现了
经典的增广 Lagrange函数法,其中子问题求解到固定精度,并且罚参数也动态调
节. 值得说明的是,我们的算法 PLAM和 PCAL的数值表现仍然优于经典的增广
Lagrange函数法.

5.5.4 后处理过程

在本节的最后,我们研究在迭代进行的过程中, KKT和可行性的违反度的数
值变化. 这里,我们仅对问题 1进行测试. 数值结果如图 5.5所示. 我们注意到可
行性违反度的下降是非单调的,并且和 KKT违反度的下降有相似的趋势. 这个结
果恰好与引理 5.2的理论分析结果一致. 在实际应用中, 如果我们想得到一个更
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图 5.4不同乘子选取的 PLAM和 PCAL的数值比较

Figure 5.4 A comparion bewteen PLAM and PCAL on multilplier

高可行精度的解,可以采取一个适当的 KKT终止误差并增加一个后处理过程,也
就是对算法求得的解 X∗进行正交化.

orth(X∗) := PSn,p (X∗) = UV⊤, (5.53)

其中 X∗的奇异值分解为 X∗ = UΣV⊤, U ∈ Sn,p, Σ ∈ Dp 且 V ∈ Sp,p.

首先我们需要对上述正交化过程进行理论分析,来保证其并不会对解的质量
产生很大的影响, 特别当 δ 充分大时, KKT违反度并不会随着后处理过程 (5.53)
而剧烈变化.

性质 5.1. 假设目标函数 f (X)满足 (5.29)并且引理 5.2中的假设都成立. 令 X̃ =

orth(X∗),其中 orth由 (5.53)式定义,则我们有

| |∇XLβ(X̃, Λ̃)| |F ≤
(
1 +

(2L + (N + β)| |X∗ | |2 + N) | |X∗ | |2
δ

)
| |∇XLβ(X∗,Λ∗)| |F,(5.54)

其中 Λ∗ = Ψ(∇ f (X∗)⊤X∗)且 Λ̃ = Ψ(∇ f (X̃)⊤ X̃).

证明. 利用 | |Σ − I | |F ≤ ||(Σ − I)(Σ + I)| |F = | |Σ2 − I | |F,我们得到

| |∇XLβ(X∗,Λ∗) − ∇XLβ(X̃, Λ̃)| |F

≤ ||∇ f (X) − ∇ f (X̃)| |F + | |X∗∇ f (X∗)⊤X∗ − X∗∇ f (X∗)⊤ X̃ | |F

+| |X∗∇ f (X∗)⊤ X̃ − X̃∇ f (X∗)⊤ X̃ | |F + | | X̃∇ f (X∗)⊤ X̃ − X̃∇ f (X̃)⊤ X̃ | |F

+β| |X∗(X∗⊤X∗ − Ip)| |F
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≤ L | |X∗ − X̃ | |F + N | |X∗ | |2 | |X∗ − X̃ | |F + N | |X∗ − X̃ | |F

+L | |X∗ − X̃ | |F + β| |X∗ | |2 | |X∗⊤X∗ − Ip | |F

= (2L + N | |X∗ | |2 + N)| |UΣV⊤ −UV⊤ | |F + β| |X∗ | |2 | |X∗⊤X∗ − Ip | |F

≤ (2L + (N + β)| |X∗ | |2 + N) · | |X∗⊤X∗ − Ip | |F.

结合上述不等式和 (5.19),我们推出

| |∇XLβ(X̃, Λ̃)| |F − ||∇XLβ(X∗,Λ∗)| |F ≤ ||∇XLβ(X∗,Λ∗) − ∇XLβ(X̃, Λ̃)| |F

≤ (2L + (N + β)| |X∗ | |2 + N) · | |X∗⊤X∗ − Ip | |F

≤ (2L + (N + β)| |X∗ | |2 + N) | |X∗ | |2
δ

· | |∇XLβ(X∗,Λ∗)| |F,

进而不等式 (5.54)成立. □

注 5.5. 假设 β足够接近 (| |∇ f (X∗)| |2 · | |X∗ | |2 + δ) /σ2
min(X

∗)且 δ充分大,则不等式

(5.54)的系数接近于
(
1 +

| |X∗ | |22
σ2
min(X

∗)

)
. 当 X∗近乎正交时,系数进一步逼近 2.

另一方面, 我们也从数值角度验证了后处理过程的有效性, 即其在不影响
KKT违反度的前提下提高解的可行性. 表 5.2给出了数值实验结果. 其中列出了
算法求解到终止点 X∗ 的函数信息以及进行正交化后的函数信息. 以下的正交化
过程都由MATLAB的内建函数 svd(·)给出,并且后处理过程将作为我们的默认
设置.
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图 5.5 PLAM和 PCAL的 KKT和可行性违反度的数值变化比较 (问题 1)

Figure 5.5 The results of KKT and feasibility violation for PLAM and PCAL on Problem 1

5.5.5 并行效率

在本小节,我们研究算法 PLAM和 PCAL的并行效率. 为了得到算法的并行
可扩展性,我们首先需要在较少的 CPU核数下进行大规模问题的测试,这将会花
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算法 函数值 KKT违反度 可行性违反度

n = 1000, p = 20, α = 1

PLAM
X∗ -4.205530767124e+02 8.74e-06 2.56e-09

orth(X∗) -4.205530767662e+02 8.74e-06 5.61e-15

PCAL
X∗ -4.205530767773e+02 6.01e-06 1.13e-08

orth(X∗) -4.205530767665e+02 6.00e-06 2.00e-14

表 5.2算法 PLAM和 PCAL后处理过程的数值比较 (问题 1)

Table 5.2 The results of orthogonal step for PLAM and PCAL on Problem 1

费大量时间. 因此,为了避免一些无意义重复的测试和比较,我们只测试两类代表
算法 PCAL和MOptQR的数值表现. 其中 QR收缩类算法MOptQR的参数选取与
第 3章相同.

所有的算法都是由 C++编程语言实现并使用 OpenM进行并行计算. 我们在
实验中使用的线性代数库是 Eigen2 (版本 3.3.4). Eigen是一个开源的并且被广泛
使用的矩阵计算 C++模板库.

BLAS3,也就是矩阵和矩阵的乘法运算,在算法 PCAL和 MOptQR的总计算
量中占有很大的比重. 因此, 一种高效的并行策略对于 BLAS3 的计算至关重要,
如果采用更好的并行策略将会节省更多的程序运行时间. 我们首先通过一些测试
来选取哪种并行策略更适合我们的实际计算.我们考虑两种不同的选择. 第一种
是模板库 Eigen默认自带的多线程并行运算3,它利用 OpenMP对稠密的矩阵乘法
和行存储模式的稀疏向量/矩阵乘法进行并行. 第二种策略是直接以列乘积的方
式对 BLAS3计算进行并行. 也就是说, 当我们计算两个矩阵的乘积 AB 时, 用并
行的方式分别在不同的核中独立计算矩阵 A与矩阵 B 的每一列的乘积. 具体方
式如图 5.6所示.

接下来我们测试两种不同策略的并行效率. 首先我们生成矩阵 A和 B,

A=Random(1000,10000), B=Random(10000,1000),

其中 “Random(·,·)”是由 Eigen内部提供的矩阵生成函数. 我们分别在 1, 2, 4, 8,
16, 32, 64和 96核下运行程序,矩阵矩阵乘法 AB的数值结果如图 5.7所示. 其中
“Eigen”和 “Column-wise”分别代表默认的并行策略和列乘积的并行策略. 我们观

2参考: http://eigen.tuxfamily.org/index.php?title=Main_Page.
3更多信息请参见 http://eigen.tuxfamily.org/dox/TopicMultiThreading.html.
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图 5.6按列相乘的并行策略

Figure 5.6 Parallel strategy for matrix-matrix multiplication

察到列乘积的并行策略明显优于 Eigen默认的多线程计算. 因此, 在接下来的实
验中对于 BLAS3计算我们采用列乘积形式的并行策略.
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图 5.7稠密 BLAS3计算比较: A1000×10000B10000×1000

Figure 5.7 The results of dense-dense BLAS3: A1000×10000B10000×1000

我们测试了 MOptQR和新算法 PCAL的并行效率. 由于 MOptQR在每一步
迭代中都需要进行 QR 分解, 因此矩阵分解算法的选取对其数值表现至关重要.
根据 Eigen 已有的数值报告4, 我们选取 Eigen 中的 “LLT” 类作为 QR 分解的计
算方式. 其正交化过程的计算包含一个小规模 (p 阶) 的 Cholesky 分解和一个 p

阶线性方程组的求解. 测试中所有的算法参数都选取其默认值. 初始点 X0 由

X0 =random(n,p)和 X0 =qr(X0)生成.

我们首先测试问题 1和 2. 在问题 1中,我们令 L 是一个块对角矩阵,具体来
讲, L = Diag(L1, . . . , Ls),其中 Li ∈ R5×5都是以 2为主对角元以 −1为次对角元的

4请参见 http://eigen.tuxfamily.org/dox/group__TutorialLinearAlgebra.html.
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三对角矩阵. 我们令系数 α = 1. 在问题 2中,我们令 A是以 2为主对角元以 −1
为次对角元的三对角矩阵,令 G=Random(n,p). 这样的问题生成是为了使函数值
和梯度的计算可以并行处理. 除此之外,也使得函数的计算变得稀疏和结构化,由
此得到的并行加速比并不会太依赖于函数值和梯度的计算.

在第一组测试中,我们研究在多核环境下算法MOptQR和 PCAL随着变量列
数增加的数值表现. 这里,我们选取 n = 10000且 p在 500, 1000, 1500, 2000, 2500

中变化. 所有的算法都是在 96核的环境下运行的. 总的运行时间如图 5.8所示,
其中 “#cores”表示计算所使用的 CPU核数. 从图中我们发现,随着变量列数的线
性增加, PCAL所需的计算时间并不会剧烈增加, 而 MOptQR则以非线性的趋势
变化.
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图 5.8变量列数变化下的运行总时间比较

Figure 5.8 The wall-clock time results on varying width of the matrix variable

在图 5.9中,我们测试了在单核环境下算法不同种类计算时间所占总时间的
百分比. 具体分为三大类: “BLAS3” (稠密矩阵乘法), “Func” (函数值与梯度计算),
“Orth” (正交化过程: MOptQR 中的 QR 分解和 PCAL 的后处理). 这三类计算几
乎占用了算法运行的全部时间. 需要阐明的,我们只是在算法的层级内进行了相
关计算的时间统计, 例如任何函数值和梯度的计算并不包含在 “BLAS3”类别中,
尽管其中有一些计算本质上属于 “BLAS3”. 其次,这样一种分类的正确与否值得
讨论,但这并不影响我们对于算法的整体印象,因为从实际结果来看, “BLAS3”类
的计算要远远比 “Orth” 类的计算更适合并行. 从图 5.9 中我们可以看到, 对于
PCAL而言, “BLAS3”类的运行时间几乎主导了 PCAL的计算. 随着列数 p的增

加, “BLAS3” 类的计算占比越来越大, 而 “Func” 类的计算越来越小, 并且 “Orth”
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的运行时间几乎可以忽略. 然而对于 MOptQR, “BLAS3”类的计算时间大约占总
时间的 60%,并且正交化计算 “Orth”的运行时间占比随着 p的增加逐渐增大.
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图 5.9单核环境下不同种类的计算占比 (问题 2)

Figure 5.9 A comparison of timing profile on a single core for Problem 2

接下来,我们令 n = 10000且 p = 1000, 2000,测试算法 PCAL和MOptQR在
不同核数下的并行加速比, 其中核数分别取为 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64和 96. 图 5.10
和 5.11展示了总运行时间, “BLAS3”类, “Func”类和 “Orth”类的并行加速比. 从
图中我们可以看出, BLAS3类的计算具有很高的可扩展性,结合上一个实验,我们
得出 PCAL的可扩展性要远远优于MOptQR.进一步,随着问题规模的增大,例如
当矩阵变量的列数增加时, PCAL在并行效率方面的优势会越来越明显.

5.5.6 PCAL与 ADMM的比较

在第 3章中,我们详细介绍了求解正交约束优化问题的不可行方法. 其中,交
替方向乘子法 (ADMM) 在实际应用中有较好的数值表现. 因此, 在本节的最后,
我们在串行环境下进行 PCAL与 ADMM类算法的数值比较.

文献 [117]提出了一类分离正交约束算法 (SOC),其本质可看成是 ADMM类
型的算法. 在这一小节, 我们实现了 SOC算法, 并在测试问题 1-4上进行了数值
比较. 问题的参数设定与 5.5.3小节相同. 对于算法 PCAL,我们采取其默认设置.
在 SOC算法中,参数 r 对于其数值表现极其敏感. 因此,通过多次试验,我们选取
针对不同问题表现最好的参数,即 r = 90, 1, 5, 5. 算法 SOC的子问题求解精度设
为 10−8.

图 5.12和 5.13展示了 PCAL和 SOC的KKT和可行性违反度的数值变化. 图
5.14显示了 PCAL和 SOC每步所需的内迭代数. 从图中我们发现, PCAL在测试
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(d) 问题 2: PCAL

图 5.10 MOptQR和 PCAL的并行加速比比较 (p = 1000)

Figure 5.10 A comparison of speedup factor among MOptQR and PCAL (p = 1000)
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图 5.11 MOptQR和 PCAL的并行加速比比较 (p = 2000)

Figure 5.11 A comparison of speedup factor among MOptQR and PCAL (p = 2000)
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问题 1-4上表现优于 SOC,并且 PCAL每步迭代只需要很少的计算代价,而 SOC
则需要每步做一次正交化. 综上,我们的新算法 PCAL数值表现优于 ADMM类型
的算法.
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图 5.12 PCAL和 SOC的 KKT违反度的数值变化比较

Figure 5.12 Comparison on KKT violation of PCAL and SOC
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图 5.13 PCAL和 SOC的可行性违反度的数值变化比较

Figure 5.13 Comparison on feasibility violation of PCAL and SOC
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图 5.14 PCAL和 SOC的内迭代数变化比较

Figure 5.14 Comparison on inner iteration of PCAL and SOC

5.6 小结

正交约束优化已有的算法大部分都基于流形收缩类算法,由于每一步都需要
保持迭代点可行,这些方法在矩阵变量列数 p相对较小时表现优异. 然而,在实际
计算中,随着列数 p的增加,正交化过程的低可扩展性成为了已有算法的主要瓶
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颈. 为了解决这个问题,我们考虑使用不可行方法. 但是,以往经典的不可行方法,
例如增广 Lagrange函数法,在效率远不如已有的收缩类可行方法. 尽管我们利用
并行化的策略可以减少增广 Lagrange方法的运行时间,但是总体上而言,其效率
还是不如已有的算法. 因此,在本章中针对正交约束优化问题,我们提出了一个更
实际可行更高效的可并行算法. 通过利用 Lagrange 乘子在任意一阶稳定点处的
显式表达式,我们给出了新的改进后的增广 Lagrange算法. 在每一步迭代中,子问
题的求解我们只需要一个增广 Lagrange梯度步,对于对偶变量,我们采取了新的
显式更新方式. 进一步,考虑到迭代点列的有界性,我们还提出了一个改进的算法
版本. 在实际计算中,我们并行实现了新算法,在并行环境下,我们算法的可扩展
性要远远优于已有的收缩类可行方法. 由此可见,我们的算法在实际应用中具有
巨大的潜力.
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第 6章 正交约束优化在电子结构计算中的应用

在电子结构计算中, Kohn-Sham密度泛函理论 (KSDFT)是一类重要的研究方
法,已经被广泛应用于凝聚态物理、生物大分子及纳米材料等体系的模拟. KSDFT
的模型通常表述为一个带有正交约束的优化问题或者被称为 Kohn-Sham方程的
非线性特征值问题. 通常,这类问题的变量规模非常巨大,并且正交化过程可扩展
性差,因此对于正交约束优化问题的高效求解器的开发变得至关重要. 在本章中,
我们分别应用乘子校正算法和基于增广 Lagrange的并行算法求解 Kohn-Sham总
能量极小化问题. 在串行环境下,我们测试了 18个不同的分子结构,数值实验显
示了我们算法的数值表现优于已有的经典算法. 在并行环境下,我们测试了一个
简化的 Kohn-Sham总能量极小化问题,数值结果显示我们提出的并行算法 PCAL
具有较高的可扩展性.

6.1 引言

物质的电子结构 (即电荷分布)本质上决定了物质的力学、光学、磁学等性
质. 第一原理电子结构计算模拟以量子力学为理论基础,可以研究那些理论难以
分析的规律和实验不容易观测到的现象. 因此,电子结构计算方法对于我们理解
世界有着重要的意义.

不同于经典力学, 在量子力学中, 粒子所处的状态由 “波函数” 来描述, 而
波函数模的平方则表示了粒子在空间中的概率密度. 在非相对论情况下, 多电
子体系的波函数满足 Schrödinger 方程. 因此, 电子结构计算的主要目标是求解
Schrödinger 方程从而得到电子波函数. 我们考虑包含 N 个电子的体系, 此时
Schrödinger 方程是 3N 维的特征值问题, 数值上来讲, 属于不可计算模型 [138].
因此,研究者们考虑了近似简化模型,其中最为广泛使用的是上世纪 60年代发展
起来的密度泛函理论.

密度泛函理论 (DFT)的基本思想是用 3维的电子密度代替 3N 维的电子波函

数,从而使得问题的规模显著降低. 1965年, Kohn和 Sham [105]考虑将原有的多
体 Schrödinger方程转化为有效的单体问题,并通过交换关联能表示电子之间的交
换和关联作用, 得到了一个易于计算的模型. Kohn-Sham密度泛函理论的模型通
常表述为一个带有正交约束的优化问题或者被称为 Kohn-Sham方程的非线性特
征值问题. 尽管交换关联能的具体表达式未知,但在实际计算中,基于 KSDFT的
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数值方法表现优异. 因此, KSDFT已成为电子结构计算中非常重要的研究方向.

6.2 Kohn-Sham密度泛函理论

6.2.1 Kohn-Sham总能量极小化

首先,我们定义 Kohn-Sham总能量泛函 [139]

EKS
total(ψ1, . . . , ψp) :=

1

2

p∑
i=1

∫
Ω



∇ψi(r)


2 dr +

∫
Ω

ρ(r)Vion(r)dr +

1

2

∫
Ω

∫
Ω

ρ(r)ρ(r ′)
∥r − r ′∥ drdr ′ + Exc(ρ), (6.1)

其中 Ω ∈ R3, ψi(i = 1, . . . , p)是单粒子的波函数.

ρ(r) =
p∑

i=1

ψ∗i (r)ψi(r)

表示电子密度. 函数 Vion(r) =
∑nu

j=1 z j/


r − r̂j



表示原子核引入的离子势能,其中
nu 为原子核数. Exc(ρ)表示交换关联能函数.

Kohn-Sham 总能量极小化问题是指在波函数满足正交性的约束下极小化总
能量泛函,即

min
ψ1,...,ψp

EKS
total(ψ1, . . . , ψp)

s. t. ψ∗i ψj = δi j,
(6.2)

其中 δi j =


1, 若 i = j;

0, 否则.

为了数值求解上述泛函极小化问题, 并且考虑到问题规模和计算复杂度, 研
究者们发展了多种高效的离散方法. 其中, 主要的离散方法包含三类: 平面波方
法、局部基集法和实空间方法. 平面波方法也被称为倒空间方法,使用 Fourier基
底离散. 在本章中,我们主要考虑平面波方法.

6.2.2 离散问题

平面波离散后的 Kohn-Sham总能量 (6.1)有如下表示,

E(X) :=
1

4
tr(X⊤LX) +

1

2
tr(X⊤VionX) +

1

4
ρ⊤L†ρ+

1

2
ρ⊤ϵxc(ρ), (6.3)

其中 ρ(X) := diag(X X⊤)表示电子密度, L 是平面波基底下拉普拉斯算子的有限

维表示. 离散的局部离子势由对角矩阵 Vion 表示. 矩阵 L† 表示 Hartree势离散形
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式 L 的伪逆. 交换关联能函数 ϵxc 用来刻画电子间的非经典和量子关系. 由此,我
们可以得到离散的 Kohn-Sham总能量极小化问题,

min
X∈Rn×p

E(X)

s. t. X⊤X = Ip .
(6.4)

我们发现, 离散的总能量极小化问题恰好是正交约束优化问题 (2.1) 的一个
特例. 最近几十年间,研究者们针对离散的 Kohn-Sham总能量极小化问题已经提
出了一些有效的优化方法 [23, 57, 70–72, 127, 139–143]. 尽管如此,考虑到问题规
模以及正交约束的低可扩展性,高效的可并行的算法仍然值得研究.

不难验证 ∇E(X) = H(X)X ,其中

H(X) = L/2 + Vion + Diag(L†ϱ(X)) + Diag(µxc(ϱ(X)))

是 Kohn-Sham哈密尔顿量且 µxc(ϱ(X)) = dϵxc/dϱ(X), H(X)满足正交不变性和对

称性. 我们发现总能量函数 E(X)满足第 3章中问题的假设 3.1. 特别地, E(X)并

没有假设 3.1中 X 的线性项. 因此,根据第 2章中正交约束优化问题最优性条件
的讨论,我们可以很容易得到问题 (6.4)的一阶最优性条件,

H(X)X = XΛ;

X⊤X = I,
(6.5)

其中 Λ ∈ SRp×p 表示 Lagrange 乘子. 事实上, 上述非线性特征值问题也被称为
Kohn-Sham方程.

注 6.1. 由一阶最优性条件 (6.5)和 H(X)的定义,我们得到对于任意的 X ∈ Sn,p,
Lagrange乘子 Λ = X⊤H(X)X 满足对称性. 因此,针对问题 (6.4),我们在第 3章中

提到的乘子校正算法无需进行乘子校正步.

电子结构计算领域最广泛使用的算法是自洽场迭代 (SCF), SCF本质上是将
一个非线性特征值问题转化为一系列线性特征值问题,每一步相当于在正交约束
下极小化一个原始能量泛函的二次替代函数 [73]. 具体来讲,给定当前迭代点 Xk ,
求解如下的线性特征值问题,

H(Xk)X = XΛ;

X⊤X = I .
(6.6)

令其解为下一步迭代点 Xk+1. 其中 Λ包含 H(Xk)的 p个最小特征值.

接下来,我们应用本文提出的新算法求解 Kohn-Sham总能量极小化问题,并
与已有的算法进行比较,其中包括 SCF.
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6.3 数值实验

6.3.1 测试平台及算法

串行环境下, 我们的测试基于 MATLAB工具包 KSSOLV1 [72]. KSSOLV是
专门针对电子结构计算领域的计算平台,它允许研究者可以较为容易验证自己算
法的有效性, 而不需要过多的关注电子结构计算的建模以及内部计算. KSSOLV
中交换关联能函数 ϵxc 采用文献 [144]提出的被广泛接受的局域密度近似 (LDA)
显式形式.

KSSOLV内部提供了几种算法可供用户自由选取和比较,其中包括自洽场迭
代 (SCF)和信赖域直接优化算法 (TRDCM) [71]. SCF及其变种是目前 Kohn-Sham
密度泛函理论中最广泛使用的一类方法. 另一类方法 TRDCM 基于传统的信赖
域优化方法,并结合了自洽场迭代用于求解信赖域子问题. 除了 SCF和 TRDCM
之外,我们还选取了两种目前最有效的针对一般正交约束优化问题的算法. 第一
种是由文献 [99] 提出的保正交约束可行方法 OptM2. 第二种用于比较的算法是
QR收缩算法 [33]. 算法的原始版本是 MOptQR-LS (带有线搜索的流形 QR收缩
算法3). 为了公平起见, 我们也同样实现了交替 BB 步长版本的 MOptQR-LS, 记
做 MOptQR.在每一步迭代中, MOptQR都需要进行一个 QR分解. 关于上述算法
的详细介绍,请参见 2.3.1小节. 在本文提出的算法中,我们选取了乘子校正算法
GR-BB以及不可行方法 PLAM和 PCAL.

对于以上所有的方法,我们设定同样的停机准则


(In − X X⊤)∇E(X)




F < 10−5.

并且对于 SCF 和 TRDCM, 最大迭代数设为 MaxIter = 200 , 而对于 MOptQR,
OptM, GR-BB, PLAM和 PCAL设为 1000. PLAM的罚参数 βPLAM 选取其具有最

好数值表现的值,而 PCAL的罚参数 βPCAL取为常数 1. 其他参数设定与第 3和第
5章相同. 对于所有测试算法,我们通过 KSSOLV的内建函数 “getX0”选取相同
的初始点 X0.

并行环境下,我们测试了流形收缩类算法MOptQR和本文提出的可并行算法
PCAL.算法参数和测试平台与 5.5.5小节相同.

6.3.2 测试问题

串行环境下,我们选取由工具包 KSSOLV提供的关于不同分子的 18个算例.
具体请见表 6.1

1http://crd-legacy.lbl.gov/~chao/KSSOLV/
2http://optman.blogs.rice.edu
3http://www.manopt.org
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问题 n × p 问题 n × p 问题 n × p

al 16879 × 12 ctube661 12599 × 48 nic 251 × 7

alanine 12671 × 18 glutamine 16517 × 29 pentacene 44791 × 51

benzene 8407 × 15 graphene16 3071 × 37 ptnio 4609 × 43

c2h6 2103 × 7 graphene30 12279 × 67 qdot 2103 × 8

c12h26 5709 × 37 h2o 2103 × 4 si2h4 2103 × 6

co2 2103 × 8 hnco 2103 × 8 sih4 2103 × 4

表 6.1 KSSOLV测试问题集

Table 6.1 Testing problems in KSSOLV

并行环境下,我们测试了如下的离散 Kohn-Sham总能量极小化问题

min
X∈Rn×p

1
2
tr(X⊤LX) + 1

2
ρ(X)⊤L†ρ(X) − 3

4
γρ(X)⊤ρ(X)

1
3

s. t. X⊤X = Ip,
(6.7)

其中矩阵 L ∈ Rn×n 且 ρ(X) := diag(X X⊤). 参数 γ = 2( 3
π
)1/3,并且 ρ(X)

1
3 表示向

量 ρ(X)对应元素的三次方根构成的向量. 这个问题采用了一种特殊的交换函数
−3

4
γρ(X)⊤ρ(X)

1
3 (其中关联项被忽略), 具体可参考文献 [74]. L 是一个块对角矩

阵,具体来讲,就是 L = Diag(L1, . . . , Ls),其中 Li ∈ R5×5 都是以 2为主对角元以

−1为次对角元的三对角矩阵.

6.3.3 乘子校正算法的数值结果

在本小节,我们比较第 3章提出的算法 GR-BB和已有算法的数值表现. 值得
说明的是,我们的算法 GR-BB不需要进行乘子校正步. 本小节的实验平台于第 3
章相同.

具体的数值实验结果如表 6.2, 6.3 和 6.4 所示. 在表中, “Etot”, “KKT 违反
度”分别表示总能量函数值以及



(In − X X⊤)H(X)X



F 的值. 通过观察,我们发现

GR-BB的表现优于其他算法,在大多数的例子中, GR-BB总能得到相同的总能量
函数值和较低的 KKT违反度. 特别地, 在较大规模的问题 “ctube661”中, GR-BB
在达到相似总能量函数值和同量级 KKT违反度的情况下,需要更少的 CPU时间.

6.3.4 PLAM和 PCAL的数值结果

在本小节,我们将第 5章提出的算法 PLAM和 PCAL应用于求解 Kohn-Sham
总能量极小化问题 (6.4). 此实验的目的是测试我们提出的不可行方法和已有的
没有考虑并行计算的可行方法之间的数值表现. 相应的测试环境与第 5章相同.
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算法 Etot KKT违反度 总迭代数 CPU时间 (s)

al, n = 16879, p = 12

SCF -1.5799906179e+01 8.68e-03 200 2509.48
TRDCM -1.5803817595e+01 8.15e-06 184 1595.83
MOptQR -1.5802118775e+01 8.42e-03 1000 2017.61
GR-BB -1.5802922328e+01 2.05e-03 1000 2070.80

alanine, n = 12671, p = 18

SCF -6.1161921213e+01 9.70e-07 15 204.20
TRDCM -6.1161921213e+01 5.91e-06 16 147.84
MOptQR -6.1161921213e+01 8.14e-06 65 142.70
GR-BB -6.1161921212e+01 9.78e-06 63 142.36

benzene, n = 8407, p = 15

SCF -3.7225751363e+01 7.85e-07 12 85.52
TRDCM -3.7225751363e+01 7.33e-06 14 71.13
MOptQR -3.7225751363e+01 8.38e-06 127 154.06
GR-BB -3.7225751362e+01 9.69e-06 50 60.38

c2h6, n = 2103, p = 7

SCF -1.4420491322e+01 1.12e-06 11 10.09
TRDCM -1.4420491322e+01 5.00e-06 12 7.61
MOptQR -1.4420491322e+01 5.56e-06 49 8.53
GR-BB -1.4420491321e+01 9.84e-06 43 7.58

c12h26, n = 5709, p = 37

SCF -8.1536091936e+01 1.52e-06 16 288.09
TRDCM -8.1536091937e+01 9.48e-06 15 171.38
MOptQR -8.1536091935e+01 9.51e-06 442 1296.05
GR-BB -8.1536091936e+01 8.85e-06 50 157.02

co2, n = 2103, p = 8

SCF -3.5124395801e+01 1.50e-06 11 11.92
TRDCM -3.5124395801e+01 7.63e-06 13 8.72
MOptQR -3.5124395800e+01 9.03e-06 39 7.53
GR-BB -3.5124395801e+01 6.94e-06 39 7.52

表 6.2 Kohn-Sham总能量极小化问题的数值比较

Table 6.2 The results in Kohn-Sham total energy minimization
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算法 Etot KKT违反度 总迭代数 CPU时间 (s)

ctube661, n = 12599, p = 48

SCF -1.3463843176e+02 2.80e-06 13 532.25
TRDCM -1.3463843176e+02 5.77e-06 22 787.58
MOptQR -1.3463843177e+02 5.06e-06 533 3817.95
GR-BB -1.3463843176e+02 9.27e-06 68 493.53

glutamine, n = 16517, p = 29

SCF -9.1839425243e+01 2.88e-06 17 616.73
TRDCM -9.1839425244e+01 8.49e-06 15 479.34
MOptQR -9.1839425243e+01 7.26e-06 87 570.86
GR-BB -9.1839425243e+01 9.76e-06 75 499.92

graphene16, n = 3071, p = 37

SCF -9.3873673630e+01 5.28e-03 200 2008.61
TRDCM -9.4046217545e+01 6.12e-06 43 313.88
MOptQR -9.4046217540e+01 9.56e-06 693 1110.39
GR-BB -9.4046217543e+01 8.35e-06 321 513.45

graphene30, n = 12279, p = 67

SCF -1.7358503892e+02 3.18e-03 200 15344.80
TRDCM -1.7359510505e+02 9.77e-06 62 3768.22
MOptQR -1.6908746446e+02 3.87e+00 1000 11930.80
GR-BB -1.7359510453e+02 1.97e-04 1000 12027.63

h2o, n = 2103, p = 4

SCF -1.6440507246e+01 7.78e-07 9 5.48
TRDCM -1.6440507246e+01 8.22e-06 11 4.55
MOptQR -1.6440507245e+01 8.43e-06 44 5.13
GR-BB -1.6440507245e+01 9.89e-06 42 4.53

hnco, n = 2103, p = 8

SCF -1.6440507246e+01 7.08e-07 9 5.52
TRDCM -1.6440507246e+01 9.64e-06 11 4.27
MOptQR -1.6440507245e+01 9.20e-06 82 10.41
GR-BB -1.6440507246e+01 8.64e-06 40 5.11

表 6.3 Kohn-Sham总能量极小化问题的数值比较

Table 6.3 The results in Kohn-Sham total energy minimization
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算法 Etot KKT违反度 总迭代数 CPU时间 (s)

nic, n = 251, p = 7

SCF -2.3543529955e+01 1.10e-06 12 3.13
TRDCM -2.3543529955e+01 9.33e-06 49 5.50
MOptQR -2.3543529955e+01 8.26e-06 100 2.84
GR-BB -2.3543529955e+01 9.56e-06 39 0.88

pentacene, n = 44791, p = 51

SCF -1.3189029495e+02 9.83e-07 15 2448.72
TRDCM -1.3189029495e+02 9.67e-06 23 2706.14
MOptQR -1.3189029495e+02 7.02e-06 355 9145.66
GR-BB -1.3189029495e+02 9.54e-06 100 2606.81

ptnio, n = 4609, p = 43

SCF -2.2678884273e+02 8.25e-07 70 1079.14
TRDCM -2.2678882962e+02 2.93e-04 200 1957.89
MOptQR -2.2678884235e+02 2.33e-05 1000 2281.22
GR-BB -2.2678884272e+02 9.68e-06 512 1159.91

qdot, n = 2103, p = 8

SCF 2.7702342351e+01 3.91e-02 200 175.16
TRDCM 2.7699896368e+01 2.72e-03 200 104.80
MOptQR 3.1736592205e+01 3.96e+00 1000 135.88
GR-BB 2.7700280932e+01 7.90e-04 1000 138.98

si2h4, n = 2103, p = 6

SCF -6.3009750460e+00 4.98e-07 13 12.42
TRDCM -6.3009750459e+00 7.39e-06 16 9.09
MOptQR -6.3009750460e+00 3.83e-06 75 11.67
GR-BB -6.3009750457e+00 6.58e-06 58 8.97

sih4, n = 2103, p = 4

SCF -6.1769279851e+00 8.83e-07 10 5.80
TRDCM -6.1769279850e+00 9.59e-06 10 4.50
MOptQR -6.1769279851e+00 3.76e-06 42 5.14
GR-BB -6.1769279850e+00 9.03e-06 36 4.41

表 6.4 Kohn-Sham总能量极小化问题的数值比较

Table 6.4 The results in Kohn-Sham total energy minimization
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详细的数值结果如表 6.5, 6.6和 6.7所示. 从表中我们观察到 PCAL整体上相
较于其他算法有更好的表现, 并且在大多数的例子中, PCAL 在得到相近函数值
的前提下有更小的 KKT违反度. 特别的,在大规模的问题 “graphene30”中, PCAL
所需的时间远少于其他算法. 在问题 “qdot”中,我们注意到只有 PLAM和 PCAL
能够输出满足预设 KKT精度的解,而其他算法都会异常终止. 因此,我们得出结
论,算法 PCAL和 PLAM在求解离散的 Kohn-Sham总能量极小化问题时,优于其
他已有的可行方法.

上面列出的详细数值结果并不能直观展示一个算法的整体表现. 类似于
3.5.4 小节, 我们采用文献 [134] 提出的综合性能比较. 其关于 CPU 时间的数值
比较结果如图 6.1所示. 对于 Kohn-Sham总能量极小化问题,通过观察我们发现
在所有 6个算法中, PCAL在 CPU时间上表现最好.
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图 6.1 CPU时间的综合性能比较

Figure 6.1 Performance profile in CPU time

6.3.5 PCAL的并行测试

在本节最后,我们在并行环境下测试算法 PCAL和MOptQR应用于问题 (6.7)
的数值表现. 在本问题中,我们取 n = 10000, p = 1000. 本小节的全部数值实验都
是在 LSSC-IV集群的一个单节点编译并运行的. 关于其具体信息,请参考 5.5节.

图 6.2 展示了不同算法之间的并行加速比. 其中 “Total” 表示算法总运行
时间的加速比. 我们发现, PCAL 的总体可扩展性要远远优于流形收缩类算法
MOptQR.
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算法 Etot KKT违反度 总迭代数 可行性违反度 CPU时间

al, n = 16879, p = 12 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -1.5789379003e+01 4.88e-03 200 6.53e-15 539.51
TRDCM -1.5803791151e+01 6.36e-06 154 4.94e-15 336.79
MOptQR -1.5803814080e+01 1.88e-04 1000 1.33e-14 393.54
OptM -1.5803791098e+01 2.38e-05 1000 3.19e-14 378.80
PLAM -1.5803790675e+01 1.29e-05 1000 3.34e-07 399.80
PCAL -1.5803791055e+01 8.96e-06 596 5.95e-15 228.06

alanine, n = 12671, p = 18 (βPLAM = 13, βPCAL = 1)

SCF -6.1161921212e+01 3.80e-07 13 7.20e-15 21.46
TRDCM -6.1161921213e+01 6.02e-06 15 5.20e-15 16.97
MOptQR -6.1161921213e+01 7.52e-06 64 6.77e-15 14.89
OptM -6.1161921213e+01 2.27e-06 69 4.03e-14 16.44
PLAM -6.1161921212e+01 9.50e-06 76 7.90e-15 17.14
PCAL -6.1161921213e+01 4.14e-06 61 7.19e-15 15.89

benzene, n = 8407, p = 15 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -3.7225751349e+01 2.10e-07 10 7.82e-15 10.07
TRDCM -3.7225751363e+01 9.23e-06 15 7.12e-15 9.83
MOptQR -3.7225751362e+01 8.12e-06 146 7.24e-15 19.91
OptM -3.7225751363e+01 2.50e-06 70 1.54e-14 9.61
PLAM -3.7225751362e+01 9.37e-06 71 4.62e-15 9.55
PCAL -3.7225751362e+01 9.22e-06 50 5.15e-15 7.74

c2h6, n = 2103, p = 7 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -1.4420491315e+01 3.70e-09 10 3.66e-15 3.40
TRDCM -1.4420491322e+01 8.75e-06 13 2.76e-15 4.01
MOptQR -1.4420491321e+01 8.59e-06 47 2.58e-15 2.57
OptM -1.4420491322e+01 2.62e-06 55 1.18e-14 2.87
PLAM -1.4420491322e+01 7.91e-06 69 2.92e-15 3.41
PCAL -1.4420491322e+01 4.91e-06 45 2.33e-15 2.58

c12h26, n = 5709, p = 37 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -8.1536091894e+01 4.95e-08 14 1.40e-14 30.08
TRDCM -8.1536091937e+01 4.84e-06 16 1.17e-14 21.77
MOptQR -8.1536091936e+01 6.68e-06 147 1.43e-14 39.57
OptM -8.1536091937e+01 1.07e-06 83 7.10e-14 22.65
PLAM -8.1536091936e+01 5.88e-06 96 1.55e-14 25.11
PCAL -8.1536091936e+01 8.75e-06 70 1.45e-14 22.88

co2, n = 2103, p = 8 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -3.5124395789e+01 6.17e-08 10 2.53e-15 2.61
TRDCM -3.5124395801e+01 4.14e-06 14 4.11e-15 2.09
MOptQR -3.5124395800e+01 9.30e-06 88 2.35e-15 2.90
OptM -3.5124395801e+01 1.70e-06 48 3.55e-14 1.68
PLAM -3.5124395801e+01 7.92e-06 57 2.30e-15 1.84
PCAL -3.5124395801e+01 9.15e-06 43 2.11e-15 1.74

表 6.5 Kohn-Sham总能量极小化问题的数值比较

Table 6.5 The results in Kohn-Sham total energy minimization
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算法 Etot KKT违反度 总迭代数 可行性违反度 CPU时间

ctube661, n = 12599, p = 48 (βPLAM = 13, βPCAL = 1)

SCF -1.3463843175e+02 3.88e-07 11 1.43e-14 56.43
TRDCM -1.3463843176e+02 6.85e-06 23 1.09e-14 87.41
MOptQR -1.3463843176e+02 7.21e-06 152 1.78e-14 107.62
OptM -1.3463843176e+02 2.35e-06 82 2.15e-14 59.23
PLAM -1.3463843176e+02 4.34e-06 107 2.37e-14 72.18
PCAL -1.3463843176e+02 9.68e-06 65 1.95e-14 54.07

glutamine, n = 16517, p = 29 (βPLAM = 13, βPCAL = 1)

SCF -9.1839425202e+01 1.12e-07 15 1.07e-14 67.40
TRDCM -9.1839425244e+01 3.23e-06 16 7.00e-15 54.65
MOptQR -9.1839425243e+01 9.83e-06 78 9.07e-15 51.46
OptM -9.1839425244e+01 2.47e-06 87 9.73e-15 57.65
PLAM -9.1839425243e+01 8.72e-06 104 9.26e-15 66.31
PCAL -9.1839425243e+01 6.28e-06 74 9.33e-15 53.53

graphene16, n = 3071, p = 37 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -9.4023322108e+01 2.07e-03 200 1.32e-14 309.33
TRDCM -9.4046217545e+01 8.85e-06 45 1.08e-14 47.87
MOptQR -9.4046217225e+01 9.90e-06 422 1.15e-14 80.67
OptM -9.4046217545e+01 2.27e-06 245 1.03e-14 48.66
PLAM -9.4046217854e+01 9.52e-06 278 1.34e-14 51.57
PCAL -9.4046217542e+01 8.68e-06 176 1.17e-14 41.11

graphene30, n = 12279, p = 67 (βPLAM = 13, βPCAL = 1)

SCF -1.7358453985e+02 5.19e-03 200 1.93e-14 2815.79
TRDCM -1.7359510506e+02 4.80e-06 71 1.42e-14 765.92
MOptQR -1.7359510505e+02 9.92e-06 456 2.59e-14 800.08
OptM -1.7359510506e+02 2.47e-06 472 2.49e-14 904.44
PLAM -1.7359510505e+02 8.88e-06 330 2.75e-14 601.41
PCAL -1.7359510505e+02 8.52e-06 253 2.62e-14 548.70

h2o, n = 2103, p = 4 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -1.6440507245e+01 1.16e-08 8 1.15e-15 1.29
TRDCM -1.6440507246e+01 6.48e-06 11 1.11e-15 1.02
MOptQR -1.6440507246e+01 3.84e-06 49 9.30e-16 1.14
OptM -1.6440507246e+01 2.01e-06 61 6.40e-15 1.50
PLAM -1.6440507245e+01 6.43e-06 56 2.37e-15 1.29
PCAL -1.6440507246e+01 7.42e-06 42 1.86e-15 1.06

hnco, n = 2103, p = 8 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -2.8634664360e+01 9.44e-08 12 3.82e-15 4.32
TRDCM -2.8634664365e+01 9.54e-06 13 3.47e-15 4.47
MOptQR -2.8634664363e+01 9.74e-06 163 3.17e-15 12.26
OptM -2.8634664365e+01 5.30e-06 117 2.26e-15 8.30
PLAM -2.8634664364e+01 9.95e-06 105 3.18e-15 7.39
PCAL -2.8634664364e+01 9.03e-06 70 2.60e-15 5.36

表 6.6 Kohn-Sham总能量极小化问题的数值比较

Table 6.6 The results in Kohn-Sham total energy minimization
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算法 Etot KKT违反度 总迭代数 可行性违反度 CPU时间

nic, n = 251, p = 7 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -2.3543529950e+01 2.13e-10 11 2.99e-15 1.47
TRDCM -2.3543529955e+01 7.94e-06 15 4.49e-15 0.99
MOptQR -2.3543529955e+01 3.04e-06 111 2.73e-15 1.53
OptM -2.3543529955e+01 3.86e-07 63 8.80e-15 0.90
PLAM -2.3543529955e+01 4.02e-06 67 1.39e-15 0.89
PCAL -2.3543529955e+01 8.42e-06 52 1.88e-15 0.99

pentacene, n = 44791, p = 51 (βPLAM = 13, βPCAL = 1)

SCF -1.3189029494e+02 5.76e-07 13 1.58e-14 293.68
TRDCM -1.3189029495e+02 7.60e-06 22 1.08e-14 276.25
MOptQR -1.3189029495e+02 7.78e-06 112 3.21e-14 306.97
OptM -1.3189029495e+02 1.39e-06 97 3.39e-14 283.02
PLAM -1.3189029495e+02 8.66e-06 123 3.52e-14 321.04
PCAL -1.3189029495e+02 7.67e-06 89 3.08e-14 271.32

ptnio, n = 4069, p = 43 (βPLAM = 13, βPCAL = 1)

SCF -2.2678884268e+02 1.09e-05 53 1.46e-14 168.25
TRDCM -2.2678882693e+02 2.81e-04 200 1.07e-14 471.34
MOptQR -2.2678884271e+02 9.57e-06 786 1.06e-14 347.38
OptM -2.2678884273e+02 9.52e-06 508 1.14e-14 203.63
PLAM -2.2678884271e+02 9.00e-06 579 1.01e-14 213.60
PCAL -2.2678884271e+02 8.55e-06 386 1.19e-14 189.70

qdot, n = 2103, p = 8 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF 2.7700280133e+01 6.70e-03 5 2.92e-15 1.09
TRDCM 2.7699537080e+01 1.43e-02 200 2.73e-15 27.01
MOptQR 1.0483319768e+02 3.45e+01 1000 1.77e-15 28.72
OptM 2.7699807230e+01 1.45e-04 1000 2.39e-15 29.89
PLAM 2.7699800860e+01 9.68e-06 678 1.98e-15 19.30
PCAL 2.7699800851e+01 5.41e-06 962 2.88e-15 35.01

si2h4, n = 2103, p = 6 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -6.3009750375e+00 5.25e-07 11 3.62e-15 2.97
TRDCM -6.3009750459e+00 8.24e-06 16 3.12e-15 4.30
MOptQR -6.3009750460e+00 3.70e-06 116 2.00e-15 5.96
OptM -6.3009750459e+00 9.60e-06 68 1.41e-14 4.15
PLAM -6.3009750455e+00 7.27e-06 89 1.58e-15 5.33
PCAL -6.3009750459e+00 4.33e-06 62 2.42e-15 3.90

sih4, n = 2103, p = 4 (βPLAM = 10, βPCAL = 1)

SCF -6.1769279820e+00 2.07e-08 8 1.75e-15 1.91
TRDCM -6.1769279850e+00 9.53e-06 10 1.14e-15 1.60
MOptQR -6.1769279851e+00 4.32e-06 34 1.58e-15 1.07
OptM -6.1769279851e+00 8.18e-06 46 8.52e-16 1.62
PLAM -6.1769279849e+00 7.37e-06 56 1.99e-15 1.79
PCAL -6.1769279847e+00 9.16e-06 47 1.55e-15 1.69

表 6.7 Kohn-Sham总能量极小化问题的数值比较

Table 6.7 The results in Kohn-Sham total energy minimization
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图 6.2 MOptQR和 PCAL的并行加速比比较 (Kohn-Sham总能量极小化问题)

Figure 6.2 A comparison of speedup factor amongMOptQR and PCAL on the simplified Kohn-

Sham total energy minimization

6.4 小结

在本章中,我们考虑了正交约束优化问题的一个具体应用: 电子结构计算. 其
中, Kohn-Sham总能量极小化问题是描述电子结构的一种重要方式. 这类问题通
常具有较大规模,并且正交化过程的可扩展性差. 因此,我们考虑将本文第 3, 5章
提出的高效算法 GR-BB, PLAM/PCAL应用于此类问题. 通过 Kohn-Sham总能量
极小化问题的数值求解, 我们发现我们提出的新算法相较于已有的算法而言, 数
值表现优异,并且算法 PCAL还具有较高的可扩展性. 从而,我们从实际应用的角
度验证了本文的算法高效且实用.
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第 7章 总结与展望

本文分别从理论、算法与应用三个角度, 系统的研究了正交约束优化问题.
主要内容包括:

在第 2章中,我们详细介绍了正交约束优化问题的应用背景. 接着,我们分别
从 Stiefel流形优化和欧式空间约束优化两个不同角度,推导了问题的最优性条件.
其中通过分析一大类黎曼度量下的黎曼梯度,我们得到了 Stiefel流形优化和欧式
空间中约束优化的一阶最优性条件的对应关系. 除此之外,我们证明了在任意一
阶稳定点处,正交约束优化问题的 Lagrange乘子具有显式表达式. 这些性质和推
论启发了本文的部分算法设计.

在第 3章中, 对于一大类正交约束优化问题, 我们提出了一个新的一阶算法
框架. 其包含两个步骤. 第一步,我们选取函数值下降方法使得函数值减少并同时
保持迭代点的可行性,因此关于 Stiefel流形的复杂计算可以被省略. 第二步,我们
利用乘子校正步来保证迭代点列的任意聚点都是一阶稳定点. 进一步,对于一些
特殊情况,此校正步可以被省略. 基于此算法框架,我们提出了两大类算法. 第一
类是梯度下降方法,其中包括梯度反射法和梯度投影法. 第二类采用以列为块的
块坐标下降方法,其列坐标的更新顺序由 Gauss-Seidel类型决定. 同时,我们也提
出了一个新的方法用来非精确高效的求解子问题, 并保证了算法的全局收敛性.
针对一大类不同的测试问题,数值实验显示了我们的新算法具有巨大潜力.

在第 4章中, 我们将乘子校正步推广到一般的 Stiefel流形收缩类算法, 得到
了子空间加速的收缩类算法. 通过考虑一个更小的限制在子空间的优化问题,我
们可以将原有的可行下降算法进行加速. 其中,我们特别考虑了收缩类线搜索算
法,由此得到了加速的收缩类算法. 进一步,我们给出了算法的全局收敛性以及局
部线性收敛速度. 数值实验说明了我们的加速技术高效且实用.

在第 5章中, 针对一般的正交约束优化问题, 我们提出了基于增广 Lagrange
函数的并行算法. 考虑到正交化过程的低可扩展性. 我们采用不可行方法. 基于
增广 Lagrange罚函数,我们提出了一个更实际可行更高效的可并行算法. 通过利
用 Lagrange 乘子在任意一阶稳定点处的显式表达式, 我们给出了改进后的增广
Lagrange算法. 在每一步迭代中,子问题的求解我们只需要一次增广 Lagrange梯
度步,对于对偶变量,我们采取了新的显式更新方式. 进一步,考虑到迭代点列的
有界性,我们还提出了一个改进的算法版本. 在实际计算中,我们并行实现了新算
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法,在并行环境下,我们算法的可扩展性远远优于已有的收缩类可行方法. 由此可
见,我们的算法在实际应用中具有巨大的潜力.

在第 6 章中, 我们考虑了正交约束优化问题的一个具体应用: 电子结构计
算. 其中, Kohn-Sham 总能量极小化问题是描述电子结构的一种重要方式. 这类
问题通常具有较大规模,因此,我们考虑将本文第 3, 5章提出的高效算法 GR-BB,
PLAM/PCAL 应用于此类问题. 通过 Kohn-Sham 总能量极小化问题的数值求解,
我们发现新算法相较于已有的算法, 数值表现优异, 并且算法 PCAL还具有较高
的可扩展性. 由此,我们从实际应用的角度说明了本文的算法高效且实用.

除了本文的研究内容外,正交约束优化问题还有许多值得研究的课题. 例如:

如何设计二阶方法进一步提升算法的表现. 如何调整算法或者利用全局化的
策略获得问题的全局最优解. 考虑到正交化过程的低可扩展性,如何设计可并行
的 Jacobi类型的块坐标下降法.

目前, 本文的加速技术只适用于具有特殊结构的正交约束优化问题, 如何将
其推广到一般的正交约束优化问题是个值得考虑的研究方向. 此外,我们还可以
考虑将子空间加速技术应用于 Stiefel流形优化中更多的可行下降算法.

除此之外,如何调整我们的算法使其更适于特征值问题的计算也是另一个需
要考虑的方向.
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